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Resumo

Neste artigo se apresenta pesquisa aplicada cujos dados advieram de trés praticas de Modelagem Matematica na
Educacdo (MME) desenvolvida com estudantes dos Anos Iniciais de escola publica. Objetiva-se analisar as
praticas a fim de demonstrar que a MME possibilita a utilizacdo de linguagem simbdlica pelos estudantes. Os
dados obtidos, de maio a julho de 2015, por meio de materiais produzidos pelas criancas e gravacdes de dudio e
video das 33 horas/aula. A analise evidenciou que préaticas de MME possibilitam ao estudante resolver situagdes-
problema elaborando modelos que perpassam varios registros de representacdo, utilizando para isto varios tipos
de linguagem, inclusive a simbolica. A mediacdo do professor neste processo foi fundamental ao propiciar
condigBes favoraveis para a observacdo das generalizagdes. Destaca-se que a resolugdo de situagdes-problema de
MME favoreceu significativo desenvolvimento do pensamento algébrico, evidenciando que a linguagem simbolica
pode ser de dominio das criangas antes da escolaridade normalmente indicada.

Palavras-chave: Algebra nos Anos Iniciais, Linguagem simbélica, Pensamento funcional.

Abstract

This paper presents applied research with data obtained through three mathematical modeling practices in
Education (MME) developed with students from elementary public school. The goal is to analyze the practices in
order to demonstrate that the MME enables the use of symbolic language by students. Data were collected from
May to July 2015, using materials produced by children during the practices, and audio and video recordings of

! Doutoranda em Educacdo em Ciéncias e Matematica; Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande do

Sul/PUCRS; Instituto Federal Catarinense - Rio do Sul, Rio do Sul, SC, Brasil, morganascheller@yahoo.com.br

2 Doutoranda em Educacdo em Ciéncias e Matemadtica; Pontificia Universidade Catolica do Rio Grande do

Sul/PUCRS; Universidade Federal da Fronteira Sul, Cerro Largo, RS, Brasil, danusabonotto@hotmail.com

3 Doutor em Engenharia de Producio; Universidades Federal de Santa Catarina/lUFSC; Docente da Pontificia

Universidade Catdlica do Rio Grande do Sul/PUCRS, Porto Alegre, RS, Brasil, viali@pucrs.br
http://www.edumat.ufms.br/

revistaedumat.inma@ufms.br



703

33 hours / class. The analysis showed that MME practices allow the student to solve problem situations developing
models that run through several representation registers, using for this task, more than a kind of language, including
the symbolic. The teacher's mediation in this process was fundamental, in providing favorable conditions for the
observation of generalizations. It is noteworthy that, the problem-solving of MMEfavored significant development
of algebraic thinking, showing that the symbolic language may be into children domain before the school year
usually indicated.

KEYWORDS: Early Algebra, Symbolic language, Functional thoght.

Introducéo

O vocabulo ‘Algebra’ ndo ¢ termo comum que surja quando o tema de estudo se refere
aos Anos Iniciais da Educacdo Basica, nem é expressao que se ouve com frequéncia na sala de
aula, tanto por professores como por estudantes, neste nivel. No entanto, as pesquisas com
enfoque em educacdo algébrica nos Anos Iniciais estdo sendo desenvolvidas, tanto em ambito
nacional como internacional. Procura-se identificar ‘o que’ e ‘como’ se trabalhar o campo da
algebra desde o inicio do Ensino Fundamental. A educacdo algébrica, assim, tem ampliado
espacos nas discussdes quando o assunto é o curriculo de ensino de algebra.

A concepcdo de educacdo algébrica, ao longo do ultimo século, evoluiu , hoje, o foco
do ensino de algebra possui a énfase também no desenvolvimento do pensamento algébrico e
sua significacdo, ndo apenas em atividade de aspecto tradicional como simplificacdo de
expressdes algébricas, resolucédo de equacbes ou aplicacdo de regras para operar com simbolos
(FIORENTINI; MIORIN; MIGUEL, 1993; FIORENTINI; FERNANDES; CRISTOVAO,
2005). As Propostas curriculares de vérios paises contribuiram neste sentido e apresentam
versGes que incentivam e orientam o desenvolvimento do pensamento algébrico nos Anos
Iniciais do Ensino Fundamental, como National Council of Teachers of Mathematics - NCTM
(2000, 2007), Brasil (2012), agora, mais destacado na segunda versdo da Base Nacional
Comum Curricular de abril de 2016 (BRASIL, 2016).

Estudos de Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), Schoenfeld (1995), Lins e Gimenez
(1997), Kieran (1996, 2004), Blanton e Kaput (2005), Schliemann, Carraher e Brizuela (2007),
Kaput, Carraher e Blanton (2008) e Canavarro (2007) dentre outros, baseados na evolugédo
histérica da algebra, apontam para a importancia de que o desenvolvimento algébrico e o
aritmético ocorram, simultaneamente, anterior aos Anos Finais da Educacéo Béasica. A defesa
¢ decorrente do proprio conceito de algebra. Segundo NCTM (2000), a “algebra engloba as
relacfes entre quantidades, o uso de simbolos, a modelagem de fenémenos, e a alteragdo do
estudo matematico” (NCTM, 2000, p. 37). Na perspectiva de Kieran (2007, p. 5):
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Algebra nfo é apenas um conjunto de procedimentos envolvendo os simbolos em
forma de letra, mas consiste também na atividade de generalizacdo e proporciona uma
variedade de ferramentas para representar a generalidade das relacGes matematicas,
padrdes e regras. Assim, a Algebra passou a ser encarada nio apenas como uma
técnica, mas também como uma forma de pensamento e raciocinio acerca de situacGes
matematicas.

Constata-se que na literatura, o conceito de algebra e sua caraterizacao sdo polissémicos
e pesquisadores como Usiskin (1988), Fiorentini, Miorin e Miguel (1993), Kaput (1995),
Kieran (1996), dentre outros, apresentam diferentes caraterizacdes para eles. Assim quando o
foco se refere a alfabetizacdo algébrica, no cenério internacional, dentre os estudos, encontra-
se a expressdo ‘Early Algebra’ (EA), utilizada para designar pesquisas cujos objetivos se
referem a significado diferente do costumeiro dos Anos Finais. A EA busca o reconhecimento
do pensamento algébrico em atividades de matematica nos anos anteriores aos 7° Anos. Trata-
se de uma abordagem da Educacdo Matematica para o ensino da algebra elementar e também
uma area da pesquisa (SCHLIEMANN; CARRAHER; BRIZUELA, 2001; 2008; BLANTON;
KAPUT, 2005, CARRAHER ET AL, 2006, CARRAHER; SCHLIEMANN, 2007;
CARRAHER; MARTINEZ; SCHLIEMANN, 2008).
Nessa perspectiva, objetivando compreender e caracterizar o pensamento algebrico dos
Anos Iniciais, varios autores conceituam o mesmo. Para Blanton e Kaput (2005, p. 413), o
pensamento algébrico se refere ao “processo pelo qual os estudantes generalizam ideias
matematicas a partir de um conjunto de casos particulares, estabelecem essas generalizacdes
através de discurso argumentativo, e expressam-nas de formas progressivamente mais formais
e adequadas a sua idade”. Acredita-se que neste processo fazem uso de diferentes registros de
representacdes utilizando linguagens variadas. Para esses autores o pensamento algébrico se
subdivide em aritmética generalizada (generalizacdo das operacdes e o0 pensamento relacional
entre numeros) e o pensamento funcional (descri¢do da variagdo numérica em certo dominio,
ideia similar do conceito de funcao). Nesse ultimo é que pode ser desenvolvida a simbolizacéo
de quantidades, operacGes com elas, além da determinacdo de relagdes funcionais e
representacdo grafica que podem subsidiar a previsao de resultados.
Ja na concepcao de Kieran (1996, 2004), idealizada a partir de atividades denominadas
‘meta nivel’, o conceito do pensamento algébrico nos Anos Iniciais.
[...] envolve o desenvolvimento de formas de pensar no &mbito das atividades para as
quais a linguagem simbdlica pode ser usada como uma ferramenta, mas que ndo séo

exclusivas para algebra e com as quais podem se envolver sem usar qualquer
linguagem simbdlica, tais como analisar relagcbes entre quantidades, observar a
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estrutura, estudar variacBes, generalizar, resolver problemas, modelar, justificar,
provar e prever (2004, p. 149, Traducdo nossa).

Nesta perspectiva, 0 pensamento algébrico pode ser a base auxiliar para os estudos
posteriores, ao longo da vida escolar, pois seu desenvolvimento possibilita que os estudantes:
compreendam os padrdes, as relacdes e as funcdes; representem, analisem as situagdes e as
estruturas matematicas usando os simbolos algébricos. Também utilizem os modelos
matematicos para representar e compreender relacdes quantitativas e, assim, analisem a
mudanga (variagdo) em varios contextos (NCTM, 2007). Carraher; Schliemann; Brizuela
(2008) e Kaput (2008) defendem que para que haja desenvolvimento do pensamento algébrico
ha que se proporcionar aos estudantes condicdes para a utilizacdo de diferentes representacfes
como as tabelas, as sequéncias numericas, os graficos cartesianos, a notacdo algébrica
simbdlica, do mesmo modo a linguagem natural que, na maioria das vezes, as precede. Nesse
sentido, necessita-se da utilizacdo de propostas pedagdgicas que propicie ao estudante tal
desenvolvimento, dentre elas, acredita-se na Modelagem Matematica na Educacdo, um método
de ensino com pesquisa nos limites da sala de aula, segundo concepc¢édo de Biembengut (2004;
2014; 2016).

Diferentes sdo as concepc¢des de Modelagem Matematica para o ensino e aprendizagem
surgidas no Brasil a partir da década de 1970. Em decorréncia disto, diferentes sdo os
entendimentos de como ela pode ser inserida e utilizada na sala de aula, seja como ambiente de
aprendizagem (BARBOSA, 2001), alternativa pedagogica (ALMEIDA; DIAS, 2004),
concepgdo da Educacdo Matematica (CALDEIRA, 2009), metodologia de ensino (BURAK,
2004) ou método de ensino com pesquisa nos limites e espacos escolares (BIEMBENGUT,
2004, 2014, 2016). As diferentes abordagens irdo se diferenciar na sala de aula nos papéis de
professor e estudante, no objetivo da Modelagem e no modo de conduc¢édo do processo.

Para Biembengut (2004, 2014, 2016), a Modelagem (Matematica) € um conjunto de
procedimentos necessarios para resolucdo de situacdo-problema ou compreensdo de um
fendmeno. Assim esse processo de “perceber o contexto, compreender ¢ explicar por meio da
linguagem ou sistemas de simbolos, a seguir, descrever ou representar externamente, é
semelhante as fases de nossos processos mentais” (BIEMBENGUT, 2016, p. 103) pode ser
adaptado para utilizacdo em espacos escolares sob a denominacdo entdo de Modelagem
(Matematica) na Educacdo - Modelacdo. Portanto, o objetivo da Modelagem na Educagéo
consiste em “promover conhecimento ao estudante em qualquer periodo de escolaridade,

igualmente, ensina-lo a fazer pesquisa nessa estrutura escolar, isto €: no espaco fisico e no
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periodo concernente a este propdsito” (p. 175). Desta forma, proporciona-se aos estudantes: (i)
espaco para o aprendizado do contetido do programa curricular a partir de um tema/assunto ou
da reelaboracéo de modelos; e (ii) a0 mesmo tempo, orienta-se a pesquisa.

Acredita-se que esse método de ensino para matematica, em que 0s estudantes nao
permanecam na passividade de reproducdes de técnicas e algoritmos, sim, aprendendo mais
sobre um tema, a0 mesmo tempo, sobre matemaética, contribui para o desenvolvimento da
alfabetizacdo matematica. Consequentemente, do letramento matematico dos estudantes.

As pesquisas de Modelagem Matematica na perspectiva da Educacdo Matematica
desenvolvidas nos Anos Iniciais evidenciam que atividades em que estudantes resolvem
situacOes-problema auténticas as quais necessitam ser interpretadas e descritas em
representacfes matematicas tem motivado o processo de ensino e promovido o
desenvolvimento da linguagem e do pensamento. As criancas elaborando modelos séo capazes
de desenvolver sistemas significativos para resolver complexas situacfes-problema de seu
contexto. Destacam-se neste estudo, dentre as identificadas, as pesquisas de English e Watters
(20044, 2004b), Biembengut (2007), Luna e Alves (2007), Luna, Souza e Santiago (2009),
English (2006, 2010, 2013), English e Sriraman (2010), Tortola (2012), Tortola e Almeida
(2013), Souza e Luna (2014), Luna, Souza e Lima (2015) e estudos da National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM) (2000; 2007).

Em relacdo aos estudos desenvolvidos com estudantes dos Anos Iniciais ou Early
Algebra, relacionados ao desenvolvimento do pensamento algébrico, além dos anteriormente
citados, destacam-se: Falcdo (2003), Gomes (2003), Moss et al (2006), Kaput, Carraher e
Blanton (2008), Silva e Savioli (2012, 2014) e Luna e Souza (2013). Destas pesquisas, Moss et
al (2006), em seus estudos, identificaram que estudantes de oitavos e nonos anos conseguem
encontrar regras funcionais para os padrdes geométricos e numéricos. No entanto, ndo utilizam
letras/simbologia para representar as variaveis, foco do presente estudo. Os estudos de
Schliemann e Carraher (2002), Schliemann, Carraher e Brizuela (2001), Blanton e Kaput
(2005), Blanton (2008), Kaput, Carraher e Blanton (2008), Carraher, Martinez e Schliemann
(2008), defendem que criangas dos Anos Iniciais ja conseguem raciocinar sobre fungdes
podendo descrever em linguagem natural e linguagem simbdlica. Esta ultima utilizada para
modelar e resolver equacdes. Silva e Savioli (2012) verificaram em seu estudo que estudantes
do quinto Ano do Ensino Fundamental, em tarefas de matematica na perspectiva da Early

Algebra, apresentam indicios de pensamento algébrico expresso por meio de estruturas
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aritméticas e descri¢do do pensamento utilizado. O estudo confirma a ideia de que estudantes
desse nivel possuem condigdes de utilizar e desenvolver o pensamento algébrico, mesmo néo
utilizando ainda linguagem simbdlica.

Deste modo, comparando o potencial da MME com as caracteristicas do pensamento
algébrico dos Anos Iniciais, acredita-se que atividades com Modelagem como método de ensino
com pesquisa pode se constituir uma alternativa e potencializar tais caracteristicas, ou seja, ao
identificar e expressar generalizagdes o estudante desenvolve seu pensamento algébrico e a
MME constitui um método que propicia ao estudante condicBGes de, inclusive, expressar
simbolicamente generalizacdes. Fato que, até 0 momento, ndo se identificou na literatura ou é
realizada apenas com base em padrfes aritméticos ou geométricos, desvinculados da realidade
das criancas. Pode-se ainda possibilitar a utilizacdo de simbologia para a expressao de
generalizacdo que sirva de base para a resolucdo de situacdes-problema, utilizando para isto de
argumentos plausiveis. Diante dos pressupostos, a problematica que orienta esta pesquisa €: em
qgue medida a MME propicia aos estudantes condicOes para desenvolvimento do pensamento
algébrico de modo que os mesmos expressam no modelo, até mesmo, linguagem simbdlica?
Em decorréncia disso, este estudo objetiva analisar praticas de MME a fim de demonstrar que
este método favorece o desenvolvimento do pensamento algébrico, pois possibilita a percepcéo

de generalizacGes que podem ser expressas em diferentes linguagens, inclusive a simbdlica.

Procedimentos Metodologicos

A pesquisa, desenvolvida na perspectiva qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 1994;
DENZIN; LINCOLN, 1994), busca compreender os significados que emergem de praticas de
MME no cenéario natural, em uma Escola Pablica Municipal de Ensino Fundamental da
Educacéo Bésica do sul do Brasil que oferta ensino regular. A instituicdo, localizada na regido
limite do centro da cidade, tem seu funcionamento nos periodos matutinos e vespertinos e,
possui atualmente oito turmas. Ela possui trabalhos desenvolvidos, em andamento, na
perspectiva de projetos, aos quais sao assessorados por uma instituicdo de extenséo rural.

Neste espaco, desenvolveu-se esta pesquisa aplicada durante trinta e trés horas/aulas
(trés a cinco aulas semanais) entre os meses de maio e julho de 2015. Participaram do
desenvolvimento de trés praticas de MME dezesseis estudantes (metade de cada sexo) do quarto

ano vespertino, com idades entre nove e dez anos. Os participantes provém das localidades do
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municipio, a maioria de zona rural. S8o participativos, criticos e criativos, além de néo
apresentarem problemas de desenvolvimento cognitivo, apenas um deles € repetente.

Nessas praticas, a conducao do processo foi realizada por um dos autores desta pesquisa
baseado no fato de que o contato direto do pesquisador com a situacdo a ser investigada é
importante. Também foi assistida pela professora titular da turma, ao qual ndo havia tido contato
com o método de ensino.

Ressalta-se que todas as praticas foram desenvolvidas na perspectiva da Early Algebra,
frente aos pressupostos de: (i) Diezmann, Watters e English (2002), English e Watters (2004a,
2004b, 2005), Biembengut (2004), Maal? (2005) e English (2010) de que ‘a Modelagem ja pode
e deve ser inserida nos anos iniciais da Educagdo Basica’; e (ii) Fiorentini, Miorin e Miguel
(1993), Kieran (1996, 2004), Blanton e Kaput (2005), Carraher et al (2006), Kaput, Carraher e
Blanton (2008), e Fiorentini, Fernandes e Cristovao (2005) dentre outros de que ‘estudantes
dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, possuem condi¢es de desenvolvimento do
pensamento algébrico’.

O desenvolvimento das trés préaticas, em sua maior parte ocorrido na sala de aula®,
pautou-se nos procedimentos da Modelagem de Biembengut (2004, 2014, 2016), ao qual se
inteirou das denominacdes das fases do processo cognitivo para adaptar os procedimentos
também para os Anos Iniciais, sintetizando-os em trés fases:

Fase 1) percepcdo e apreensdo -> envolve a percep¢do no reconhecimento da situacao-
problema e apreensdo na familiarizacdo com o assunto a ser modelado. Nesta fase, os alunos
estimulam a percepcao, o interesse e buscam inteirar-se do tema a fim de obter vastos dados;
Fase 2) compreensdo e explicitacdo -> refere-se a compreensdo na formulacéo do problema,
da questdo e da hipdtese, explicitacdo na formulagdo do modelo matematico. Assim como a
explicitacdo na resolucdo do problema a partir do modelo encontrado. Nessa fase, proporciona-
se as criancas condigdes de identificar dentre os dados algo que desconhecam ou que merece
ser investigado, aprender conceitos que as auxiliem representar alguma coisa em termos de um
modelo que resolva a situagao-problema;

Fase 3) significacdo e expressdo - envolve a significacdo na interpretacdo da solugéo e na
avaliagdo e validacéo do modelo e na expressdo do processo e do resultado. Nesse momento,

as criancas, de posse do modelo, interpretam a solucéo da situacdo-problema e verificam se ele

4 Na perspectiva de Biembengut, a coleta de informagGes complementares, ap6s familiarizacdo inicial com o
assunto em geral é feita em espaco extraclasse para, a partir destes, refletir sobre e delimitar o problema.
Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 21 — Se¢do Tematica — Ano 2016
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atende ao pretendido, também organizam, expressando todo o processo no caderno e para
demais turmas da instituig&o.

Pratica Situacdo-problema
Dentre varias caixas sem tampa de base retangular confeccionadas com uma folha de
papel A4, qual possui maior espago para armazenamento?
1&
pratica
Fonte: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1367 (2015).
O que acontece quando cortarmos/fracionamos longitudinalmente a fita de Mdebius
varias vezes? Que percepgdes se tem ao ir aumentando o namero de fragdes na fita?
2&
pratica
Fonte: http://www.unifal-mg.edu.br/extensao/?g=logo_extensao (2015).
Como determinar a numeracdo do calcado de uma pessoa?
3a
prética
Fonte: http://sergios.com.br/blog/page/75/ (2015).

Quadro 1 - Situages-problemas correspondente em trés praticas de Modelagem Matematica desenvolvidas
pelos estudantes do quarto ano do Ensino Fundamental.
Fonte: Os autores (2016).

No processo vivenciado, 0s estudantes se agruparam de acordo com seus interesses (nas
duas primeiras préaticas). Conforme a orientacdo do professor pesquisador (na terceira), assim
formando grupos heterogéneos. O trabalho iniciava com orienta¢Ges a serem desenvolvidas nos
pequenos grupos, ja a discussao geral, com todos, era mediada pelo docente. Destaca-se que 0s
temas e as situacOes-problema foram sugestdes do professor condutor do processo, pois neste

método de ensino com pesquisa, a abordagem de conteldos e a pratica da pesquisa se
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entrelagam, ocorrendo simultaneamente. Das trés praticas realizadas no periodo, para ilustracdo
de dados a constarem nos resultados, elegeu-se a segunda delas. A escolha se deve ao fato de
que a possibilidade de utilizacdo de linguagem simbdlica foi mais destacada.

Os dados para andlise, constituidos mediante consentimento livre e esclarecido, foram
obtidos por meio de materiais produzidos pelos estudantes® (En) durante as préticas, das
observagBes de natureza ndo estruturada escritas do professor pesquisador. Também, das
transcrigdes das aulas oriundas de gravacfes em audio e video. As analises dos dados foram
feitas mediante observacdo, interpretacdo e avaliacdo minuciosas sobre os dados coletados
subsidiados pelos conceitos e definicdes de Pensamento Algébrico e Modelagem Matematica.
Na analise se objetivou descrever, compreender e predizer os significados obtidos dos dados a
partir da teoria e de estudos similares ja desenvolvidos.

Para demonstrar que a Modelagem Matematica na Educacéo possibilita a utilizacdo de
linguagem simbolica por estudantes dos Anos Iniciais, confirmando as condi¢des favoraveis
para o desenvolvimento do pensamento algébrico, essa pesquisa foi organizada em trés partes:
a primeira, destinada para organizacdo/planejamento das atividades denominadas de préaticas
de Modelagem; na segunda, o desenvolvimento/aplicacdo em sala de aula das praticas, e na

terceira, a analise dos dados, explicitados na sequéncia.

Resultados e discussao

O material coletado permitiu analisar as praticas de MME e demonstrar que o método
de ensino com pesquisa possibilita a utilizacdo de linguagem simbolica por estudantes dos Anos
Iniciais. Desse modo, confirmando que tais praticas potencializam condicGes favoraveis para o
desenvolvimento do pensamento algébrico. Para isso, apresentam-se resultados com dados
referentes a segunda prética realizada com os estudantes do quarto ano, denominada ‘Uma fita,
muitas ideias’.

A condugcéo primou pelas orientacdes e incentivos do professor pesquisador a trabalhar
com situacgdes nas quais os estudantes perpassassem etapas semelhantes as da pesquisa. Assim

contribuindo desta forma para o desenvolvimento do pensamento critico, criativo e

5> Como os sujeitos da pesquisa sdo estudantes menores de idade, mesmo tendo consentimento livre e esclarecido,
0s homes serdo preservados garantindo o anonimato. Para isto cada um dos 16 estudantes foi identificado por letras
mailsculas: Ey, Ej, ..., Es.
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argumentativo. Para tanto, partiu-se da situagdo-problema que consta no Quadro 2, apresentada

aos estudantes posteriormente a fase de percepcdo e apreensdo do tema. Os estudantes, na

sequéncia, apontaram varias estratégias para resolucédo, as quais foram debatidas a procura da

mais viavel, passando esta, em seguida, a ser utilizada pela turma.

Situacdo-problema

Estratégia escolhida

O que acontece quando cortarmos
longitudinalmente a fita de
M©oebius varias vezes?

Que percepce se tem ao ir
aumentando o ndmero de fracGes
na fita?

Confeccionar varias fitas de Mdebius de mesma largura, fracionando
cada uma delas em varias partes (a0 meio, terca parte, quarta parte, ...).
Anotar consideracdes decorrentes da observacdo na propria fita, apos,
todos juntos com o professor anotando na lousa, organizar em tabelas as
informagdes obtidas, observando até o sexto corte, 0 nimero de fitas e
largura da fita até o fracionamento total de cada uma delas.

Quadro 2 — Estratégia escolhida diante da situagdo-problema na segunda pratica de Modelagem Matematica
desenvolvida pelos estudantes do quarto ano do Ensino Fundamental.
Fonte: Os autores (2016).

O Quadro 3 ilustra, inicialmente, a tabela organizada apds realizados cortes em varias
fitas e observados o numero de fitas com o aumentar dos ‘riscos’, bem como didlogos dos
estudantes e da professora durante o processo de estudo. Destaca-se que a ideia de utilizacdo de

simbolos para expressdo das regularidades foi incentivada pela professora para um ‘escrever

mais resumido, mais pequenino as informagoes’.

- Ja temos até aqui os resultados (referindo-se a uma tabela semelhante aao | . TealL,
lado), e agora, se forem 7 risquinhos na fita, quantas e quais fitas teremos? P v ;
(Prof.) 4 1

- Quatro fitas grandes. (E9)

- Porque vocés acham que néo entra a Moéebius agora? (Prof.)

- Porque na aula passada a gente cortou e viu? (E8)

- Mas e hoje que nés ndo estamos mais cortando? (Prof.)

- Porque no numérico (referindo-se a coluna direita da tabela) é uma fita
grande, depois € uma fita grande com Md&ebius, fita grande e depois fita
grande com Mdebius (A estudante percebendo a regularidade). (E9)

- Vamos ver se isso funciona sempre? E se for 10 riscos? E 100? (Prof.)

- Vai sim, porque ali, 0 6 tem Mdebius, entdo o 8 e 010 vai ter de Moebius,
0 40, 0 50, 0 100 também vai ter, 40 vai ter de Moebius, porque todos 0s

O
) Q Q
|
N\
~
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\

)
\

{tal
W
1
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\:
w

Fonte: (E5)

pares vdo dar Mdebius, e os impares ndo. (E8)

- 50 fitas grandes e uma Mdebius com 100 risquinhos. (E9)

- E porque vocé pensa ser esta a resposta E9? (Prof.)

- O 50 eu acho porque é metade de 100. (E9)

- Entdo vamos ver na tabela. O 3 (referindo-se na tabela ao 3FG) é por que é

a metade do 6? Entdo é sempre s6 pegar a metade de riscos?
- Sim (a turma)

Representacéo

tabular

construida por E5 como forma
de resumir as informacgoes
obtidas.

Fonte: (E9)
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(Transcricdo do fragmento) Percebemos que: se o nimero de cortes for par teremos uma fita cilindrica e uma
fita de Moebius. Se o nimero de cortes for impar teremos so fitas grandes. (E9)

- O numero de fitas é sempre a metade, por exemplo, 0 6. A metade de 6 é 3. Entdo, 3 fitas grandes enroladas.
Como é par tem mais uma de Mdebius. O 5, a metade de 5 é 2,5. Ndo d& para ter meia fita, entdo nos
aumentamos 0,5 e ficam 3 fitas. (E5)

Quadro 3 — Material produzido pelos estudantes e algumas transcri¢fes dos dialogos a respeito do nimero de
fitas com o0 aumento de riscos nas mesmas.
Fonte: Os autores (2016).

De acordo com Brasil (2016), nocdes intuitivas de funcéo sdo exploradas desde o quinto
ano, por meio de variagdo proporcional direta entre duas grandezas. No entanto, os resultados
ilustrados nos Quadros 3, 4 e 5, comprovam que os estudantes do quarto ano em préaticas de
Modelagem conseguem extrapolar os objetivos pretendidos pelo documento para o ensino da
algebra nos Anos Iniciais, por meio da reflexdo perante as inumeras fitas cortadas e os dados
numeéricos organizados. Eles perceberam regularidades, realizaram previsbes a partir da
expressdo da relagdo entre o nimero de ‘riscos’ ¢ o numero de fitas obtidas, fazendo uso da

lingua natural e da linguagem simbdlica.

[continuacéo do dialogo, ap6s continuar a preencher a tabela até 25 riscos.]
- Entéo se eu tiver 100 riscos vai ter ... (Prof.)
- (turma completou) 50 fitas grandes e uma Mdebius.
- Ah, pela metade do 100 riscos, vocés chegam no 507 ... E como se encontra a metade de um nimero?
(Prof.)
- Prof. a gente divide por 2. (E8)
- Entdo como escrever que de 100 riscos vai dar 50 fitas grandes e uma M®oebius (Prof. apontando para a
tabela), a partir da informacéo que vocés j& tem que sempre é a metade? E se for um nimero qualquer de
‘riscos’?
- Oh prof. todas os pares vao dar Moebius, e os impares ndo, certo. Entdo é sé escrever 100 dividido por 2
gue da 50 FG mais uma Mdebius. (E8)
- Vamos tentar organizar melhor e escrever mais resumidinho: o que é o 100 aqui? Ele é o nimero de riscos,
certo? [a turma confirma]. Como vocés escolheram escrever as palavras ‘niimeros de riscos’ bem
pequenininho?
- ‘N’ pra numero e ‘R’ pra risco, assim vamos lembrar de “NR’ como niimero de riscos na fita. (ES)
- [a professora escreve NR na lousa] e agora, como registrar esta expressao ‘dividido por 2’ também bem
resumidinho? VVocés lembram do sinal da divisdo? (Prof.) [a turma informa os sinais de +e a ‘chave’.].

Quadro 4 — Dialogo durante o processo de obtencdo do modelo simbélico.

Fonte: Os autores (2016).

Como a Modelagem na Educacdo deve propiciar momentos para a abordagem de
conceitos/contetidos de componente curricular na proposta de Biembengut (2016), a mediagéo
da professora foi direcionada para outras formas de representacdo da divisdo necessarias para a
expressao simbodlica do modelo, visto que os estudantes evocaram duas delas: a barra (/) e a
representacdo fraciondria, as quais foram em seguida todas ilustradas na lousa. Na sequéncia, a
professora retoma o processo: “Entdo como podemos escrever a informacgao que € a metade do
namero de riscos bem resumidinho?”. As formas de representagdo utilizadas pelos grupos:

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 21 — Se¢do Tematica — Ano 2016



713

NR/2, NR =~ 2 e %, oriundas da liberdade de expressdo de cada grupo, propagam as

representacfes simbdlicas para ‘metade no numero de riscos’. Destaca-se que esta
representacdo foi precedida por expressao em linguagem natural, uma vez que cada grupo
desejava que sua forma fosse aquela a ser registrada na lousa. A chave ndo foi utilizada devido
a mediacdo feita pela professora, ao qual alegou ndo ser tdo usual essa forma naquela
circusntancia.

No momento posterior, a professora media o processo por meio de indagacgdes para a
compilacdo das informacoes, por parte dos estudantes. Solicita que 0s mesmos expressem, ‘bem
resumidinho’ (para extrapolacdo da linguagem natural), suas percepgdes a respeito do nimero
de fitas e da largura da fita com 0 aumento de riscos na fita, tanto para ‘NR par’, quanto ‘impar’.
O fragmento, a seguir, ilustra um dos modos de representacdo para expressao pré-simbolica

realizada por um grupo o qual E5 era componente.

Fonte: (E5)‘

- , . . . nR
(Transcricdo do fragmento) - quando o nimero de riscos for par teremos fita de Mdebius (1M) + - de FG.

nR
Quando o ‘R’ (que representa nimero de riscos) for impar teremos s6 FG (fita grande) = > +0,5.

Quadro 5 — Expressao simbélica do primeiro modelo advinda da producao escrita durante o processo.
Fonte: Os autores (2016).

A partir do momento que algumas generalizagdes (modelos) emergiram, o
direcionamento da professora ocorreu no sentido de mediar para a avaliagéo e a validacéo das
mesmas, etapa prevista na MME. Assim, o ponto de partida de referéncia para a avaliacdo do
que estavam propondo eram 0s dados constantes na tabela. Isso indica, de acordo com
Biembengut (2016, p. 203), que os estudantes também realizam “uma interpretacdo empirica
para avaliar o qudo valido é o modelo”. A seguir, ilustra-se o didlogo do episodio que propiciou

a elaboracédo do segundo modelo: a largura da fita.
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- Vocés fizeram um risco e cortaram, certo? E isto é 0 que vocés obtiveram (mostrando a fita cortada). O que
vocés tem a falar sobre isso aqui sem ser sobre o nimero de fitas? (Prof.)

- Néo ficou na mesma forma que a outra. (E4)

- Ficou mais fina. (E9)

- Quanto que posso dizer que ficou mais ‘fina’? (Prof.)

- A metade. (E9)

- Entéo quer dizer que a largura desta fita é a metade da fita original (M)? (Prof.)

- Sim. (turma)

- Entdo, se eu faco dois risquinhos e corto, eu estou fazendo com que a fita fique estreita ou larga? (Prof.)

- Estreita. (turma)

- Agora, como ficaria se tivesse quatro risquinhos (fez quatro risquinhos na fita e mostrou a turma), em
quantas partes estou dividindo a fita? (Prof.)

- Cinco — (E9) [...]

- Se eu olhar pra largura da fita, o que percebemos com o aumento dos cortes? (Prof.)

- Ela fica primeiro na metade (referindo-se também a % de M), depois na terca parte, depois na quarta parte
da fita inicial. (E9)

- E se fossem 10 riscos (a esta altura escrevendo 10r)? (Prof.) [...]...

—Se 1a é 1 (numero de riscos) e embaixo é 2 (referindo-se ao denominador da fragdo), depois com 2r é 3
embaixo, entdo com 10, vai ser 11 embaixo. (E3)

- E com 1007 (Prof.)

- Fica 1 e 101 embaixo. (E3)

- E se fizer de repente la depois disso tudo, ‘r’ risquinhos, um r qualquer (apontando para o denominador), 5,
20, outro valor qualquer, qual vai ser a largura? (Prof.) [Siléncio.] ...
- ‘s’, pois vem depois do r. (E8)
- sim, é 0 que vem depois. (E4)
Quadro 6 — Expressdo simbolica do segundo modelo advinda da producgéo escrita durante 0 processo.
Fonte: Os autores (2016).

Nos apontamentos orais e escritos conclusivos se observou que as criancas utilizam
conceitos matematicos e apresentam raciocinio matematico bastante desenvolvido para o nivel
em que se encontram. Visto que 0s conceitos matematicos estdo fortemente identificados com
quatros tipos de sistemas simbolicos chave (linguagem natural, numérica, geométrica e notagédo
algébrico-simbdlica). Cada uma possui funcdo importante a desempenhar e com regras de
expressdo e logica interna (SCHLIEMANN, 2003). Movimentar-se de um para outro foi
essencial e necessario para os estudantes determinarem o modelo. Fato considerado dificil por
Schliemann, mas possivel por esses estudantes dos Anos Iniciais. Assim confirmando os
apontamentos English (2010) e English e Waltters (2004a, 2004b), os estudantes extrapolaram
0 simples levantamento de dados. No processo de resolugdo das situacdes-problema
apresentaram estratégias criativo-reflexivas para resolver as mesmas e diferentes linguagens
para um mesmo objeto matematico (modelo) e a utilizacdo de diferentes registros. 1sso ora
ocorreu pela mediagdo incentivadora do professor, ora por iniciativa dos proprios estudantes.
O papel do professor nas atividades foi determinante para o desenvolvimento do pensamento

algébrico, principalmente para que os alunos utilizassem os diferentes registros. Neste estudo,
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a linguagem natural, principalmente, no formato oral consistiu na forma, inicialmente, utilizada
pelos estudantes.

Os estudos de Blanton e Kaput (2005) apontam que as crian¢as podem desenvolver, a
partir de noc¢des intuitivas de funcdo, o senso simbolico quando oportunizadas de utilizar a
linguagem simbdlica de maneira significativa para ela, fato propiciado neste estudo. Porém,
destaca-se que criancas ndo tem inato o senso de representar a relacdo de modo formal. A
linguagem natural para eles aparentava ser o final da etapa do trabalho, uma vez que ela ja
resolvia a situacdo problema. A linguagem simbdlica expressa no Quadro 4 sé surgiu devido as
intervengdes do professor de escrever ‘mais resumido’ para caber na lousa. Entéo, percebeu-se
que a Modelagem oportunizou transitar da linguagem natural a linguagem simbélica, pois ela
proporciona a crianga pensar a partir de contextos significativos.

Na segunda generalizacdo, as criancas buscaram expressar o que era mais significativo

para elas e a forma utilizada para simbolizacéo fazia sentido naquele contexto. O pesquisador

. . - , . - 1
conduziu a discussdo para os estudantes concluissem que a largura da fita seria L = -1 No
r+

entanto, a linguagem escolhida foi equivalente, com o ‘s’ que vem depois do ‘r’ no alfabeto
para representar a ideia de sucessor, a qual ndo havia sido refor¢ada pelo pesquisador. Para
Kaput (2008), as criancas devem ser encorajadas a utilizar seus proprios recursos e também a
utilizarem a notacdo convencional, pois todos os dois processos enriquecem e aprofundam os
raciocinios algébricos.

A ideia de sucessor foi justificada pelos estudantes na sequéncia das letras do alfabeto,
portanto, a linguagem matematica pode se constituir com auxilio de outros tipos de linguagem.
Entdo, percebeu-se que as criangas conseguem manifestar consideracdes que levam a emisséo
de uma generalizagdo. Porém, ainda ndo dominam uma linguagem simbolica formal uma vez
gue ndo € de seu conhecimento, mas ja possuem uma que é equivalente. Ilustram desta forma
gue estdo envolvidas em um movimento na zona de desenvolvimento proximal perto do nivel
de desenvolvimento potencial.

A partir das relacOes estabelecidas, quando as criancas ja descrevem como podem
determinar o nimero de fitas ou a largura da fita sem a necessidade de realizar os cortes,
independentemente, do numero de riscos nela, estdo generalizando. Entdo, pode-se afirmar que
elas estdo pensando algebricamente. Este pensamento se manifestou quando os alunos,
vivenciaram uma situacdo, desenvolveram o processo matematico de generalizacao a partir da

observagdo das fitas e dos dados organizados nos quadros, utilizando variados recursos de
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linguagem cada vez mais sofisticados,conforme descritos por Kaput (2008) e Carraher;
Schliemann; Brizuela (2008): a linguagem visual, a numérica, a natural e a simbdlica.
Por isso, deve-se ressaltar a importancia do ensino da pré-algebra em relacdo com os
saberes aritméticos e o reconhecimento dos textos produzidos pelos alunos acerca das

suas compreensdes e generalizacfes desse saber para estabelecimento de relagdo com
os saberes algébricos (LUNA; SOUZA, 2013, p. 823).

Portanto, o pensamento algébrico acaba sendo desenvolvido nos Anos Iniciais quando
se trabalha, conjuntamente, com outros ramos da Matemaética. A presenca das fitas fracionadas,
0s quadros e tabelas elaboradas, a linguagem natural e a simbolica se tornaram, nesta pratica,
importantes estruturas no raciocinio matematico das criangas, pois em torno delas que os
estudantes desenvolveram o pensar algebricamente. Para Canavarro (2007, p. 106), “a
possibilidade de utilizacdo de diversas formas de representacdo amplia as hipoteses dos alunos
mais jovens conseguirem organizar o seu pensamento, para além de facilitar a sua comunicacao,
nomeadamente ao considerarem-se as representagdes ndo convencionais.”

Embora o pensamento funcional seja abordado, de forma mais estruturada no curriculo,
ao final dos Anos Finais e Ensino Médio, o estudo focando generalizacdo por meio das praticas
de Modelagem constituiu uma das indicacGes das pesquisas para o desenvolvimento de EA.
Uma vez que nessa pratica, os estudantes conseguiram trabalhar de forma critica e
argumentativa com a simbolizacdo de quantidades descobrindo as duas relagfes funcionais:
uma entre ‘largura’ e ‘nimero de riscos’ na fita e outra entre ‘nimero de fitas’ e ‘niimero de
riscos’. Tais relagdes propiciaram que estes estabelecessem resultados para ‘numero de riscos’
superiores ao que foi possivel encontrar com a pratica experimental, conseguindo prever
resultados. Dessa forma, vivenciaram a vertente do pensamento algébrico descrito por Blanton
e Kaput (2005) referente ao pensamento funcional.

Sendo assim, as criancgas ao utilizarem modelos para representacdo e compreensdo das
relacfes quantitativas antecipam os objetivos propostos pelo NCTM (2007) para um nivel
superior ao que se encontravam (6° ao 9° ano), de modelar e resolver problemas
contextualizados utilizando varias representacdes, tais como graficos, tabelas e equacdes.
Ademais, a MME propiciou a estas criancas, ao longo do processo, a utilizacdo de simbologia
para representar as variaveis, fato ndo obtido pelos estudantes nos estudos de Moss et al (2006)
e Silva e Savioli (2012).

Consideracoes finais
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A pesquisa objetivou analisar praticas de Modelagem Matematica na Educagdo nos
Anos Iniciais a fim de demonstrar que o método propicia condi¢bes favoraveis para o
desenvolvimento do pensamento algebrico, pois favorece a percepcao de generalizagcdes que
foram expressas em diferentes linguagens, inclusive a simbodlica. Nesse sentido, a partir da
andlise dos dados evidenciou-se a possibilidade de estudantes do quarto ano do Ensino
Fundamental, ao resolverem situagdes-problema contextualizadas, proporem modelos que
favorecem o desenvolvimento do pensamento algébrico ao longo do processo. Isso pode ser
percebido quando os estudantes utilizaram as representacGes para expressa-los por meio de
linguagem simbdlica, além de variadas linguagens.

Percebeu-se que as criancas em atividades de EA ndo conseguem obter a generalizacéo
(uma formula) de modo téo natural e rapido. Elas utilizam suas préprias maneiras de expressao
ndo convencionais. 1sso porque ndo estdo acostumadas a utilizar letras para ‘escrever
resumidinho’ e expressar uma variavel. O processo de generalizagdo ¢ um processo que exige
do professor paciéncia na mediacdo de forma a orientar a crianga a expressar 0 que consegue
perceber nas varias representacdes semioticas anteriores a representacdo algébrica. Trata-se de
um processo gradual. A leitura, também o estudo das figuras e das tabelas e a devida reflexao
sobre 0 que estd sendo realizado auxilia o estudante a determinar o proximo numero ndo
presente na representacdo. Assim, obter a generalizacdo, expressando-a por meio de uma
notacio matematica. E um processo de reflexdo sobre a agéo realizada e a expresso das varias
significacOes dadas a ela.

Este estudo sugere que a Modelagem Matematica na Educacao propicia aos estudantes
condicBes para resolver situacfes-problema utilizando representacGes semidticas variadas,
fazendo uso inclusive de linguagem simbdlica antes mesmo do que, geralmente, ocorre ou €
recomendado por diretrizes curriculares e NCTM (2007). Neste sentido, um desafio estd em
efetivar nas salas de aula praticas favoraveis ao desenvolvimento do pensamento algébrico, de
modo a romper com praticas tradicionais centradas na figura do professor e desprivilegiadas
deste tipo de pensamento.

Quanto as limitacbes do estudo, a falta de capacitagdo do professor e sua predisposi¢do
em trabalhar com atividades desafiadoras podem se constituir em limitadores para o
desenvolvimento do pensamento algébrico por meio da Modelagem Matematica na Educacéo.

Pode ser que o professor regente da turma ao conduzir o processo chegue a resultados,

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 21 — Se¢do Tematica — Ano 2016



718

totalmente, diferentes, pois a condugdo do processo é igualmente importante a organizagdo da
prética de Modelagem.

As implicacOes educativas da pesquisa referem-se a atitude favoravel em relacdo a
aprendizagem de matematica que as criancas podem ter ao reconhecer significaces
possibilitadas por abordagem rica que integra conceitos matematicos e atividade de pesquisa.
Os resultados desse estudo fornecem indicios de que estudantes dos Anos Iniciais conseguem
fazer uso de notacéo algebrica simbdlica e demais formas de representacdo semiotica, fato
quase até pouco tempo impensado para alunos deste nivel de ensino. Porém, eles s6 conseguirdo
se 0 professor se propuser a realizar destacada mediacdo, mais enriquecedora ainda. se for ela
na perspectiva da investigacdo. Além disso, os resultados ajudam a evidenciar que a
Modelagem Matematica na Educacdo possibilita a integracdo de conceitos aritméticos e
algébricos. Igualmente, contribuindo para o desenvolvimento do pensamento algébrico, por
meio de préaticas que envolvem situacdes-problema reais e ndao apenas a visualizacao de padrdes

aritméticos ou geométricos, que podem nao fazer sentido de estudo para as criancas.
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