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RESUMO

SANTANA MARTINS, Jefferson . Desenvolvimento de um Algoritmo para
Reconstrucdo de Imagens Utilizando a Técnica de Tomografia por Impe-
dancia Elétrica. Porto Alegre. 2010. Dissertacdo de mestrado. Programa de
P6s-Graduacdo em Engenharia e Tecnologia de Materiais, PONTIFICIA UNI-
VERSIDADE CATOLICA DO RIO GRANDE DO SUL.

Este trabalho faz um estudo mateméatico para solucdo do problema de
reconstrucdo de imagens da Tomografia por Impedancia Elétrica. Nesta técnica
sao posicionados eletrodos no contorno/fronteira de um volume a ser estudado.
Em dois deles, sao “injetados” padrbes de correntes e nos eletrodos restantes
sdo medidos potenciais e correntes elétricas. Atraves desses dados é possivel
estimar a condutividade ou resistividade elétrica no interior da regido avaliada,
formando assim uma imagem da mesma, utilizando suas propriedades elétri-
cas. Para fazer esta estimativa, € necessario resolver dois problemas, um deles
chamado de problema direto e o outro de problema inverso. O problema direto
consiste na solucédo da equacédo generalizada de Laplace, a qual rege o poten-
cial no interior da regido. Para isso, sdo utilizados métodos numéricos, como 0
Método dos Elementos Finitos, o Método dos Elementos de Contorno ou ainda,
o0 Método das Diferencas Finitas que € o método utilizado nesse trabalho. Atra-
vés da solucéo do problema direto e das medidas dos potenciais no contorno &
resolvido o problema inverso. Nesse processo, 0s potenciais calculados e me-
didos séo colocados dentro de um funcional de erro e busca-se a distribuicéo
de condutividade que minimiza o valor desse funcional. Para isso séao utilizados
métodos de minimizagao, tal como o método de recozimento simulado utilizado
neste trabalho. Esse método, por sua vez, mostrou-se capaz de resolver o pro-

blema inverso da Tomografia por Impedancia Elétrica.

Palavras-chaves: Tomografia por Impedancia Elétrica, Métodos Numeéricos,

Imageamento N&o invasivo.



ABSTRACT

SANTANA MARTINS, Jefferson. Development of an Algorithm for Image
Reconstruction Using the Technique of Electrical Impedance Tomogra-
phy. Porto Alegre. 2010. Master’s thesis. Postgraduate Program in Materials
Engineering and Technology, PONTIFICAL CATHOLIC UNIVERSITY OF RIO
GRANDE DO SUL.

This work makes a mathematical study aiming to solve the problem of
image's reconstruction in Electrical Impedance Tomography. In this image tech-
nique, electrodes are positioned on the boundary/border of a volume to be stud-
ied. In two of them, patterns of currents are "injected" and in the remaining elec-
trodes electric potentials are measured. Through these data it is possible to es-
timate the electrical conductivity or resistivity within the region assessed, thus
forming an image of it using its electrical properties. In order to establish this
estimate, it is necessary to solve two problems: the forward and the inverse
problem. The forward problem consists in solving the generalized Laplace
eqguation, which governs the potential within the studied region. To accomplish
that, numerical methods are used, such as the Finite Element Method, the
Boundary Element Method or the Finite Difference Method which was the
method used in this work. By solving the forward problem and the measure-
ments of the potential contour the inverse problem is solved. In this process, the
potential is calculated and measured values of potential are placed in an error
functional and the distribution of conductivity that minimizes the value of this
functional is searched. A Minimization procedure known as simulated annealing
applied to the functional can to resolve the Electrical Impedance Tomography's

inverse problem.

Key-words: Electrical impedance tomography, numerical methods, non-invasive

imaging.
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1. INTRODUCAO

A técnica de tomografia por impedancia elétrica (TIE) € um método de
imageamento nao invasivo, onde sdo utilizadas informacdes elétricas de um
objeto para formar imagens de uma secéo transversal do seu interior. Por pro-
priedades elétricas se entende especificamente a condutividade e a permissivi-
dade elétrica. Assim sendo, no processo de obtencdo de imagens por TIE, é
necessario alocar eletrodos no contorno de uma determinada regido do objeto,
em conjunto com uma fonte de corrente. A fonte de corrente, por sua vez, utili-
za dois dos eletrodos alocados no contorno, para “injetar” corrente no interior
do dominio e, através das medidas dos potenciais elétricos realizadas nos de-
mais eletrodos, obter imagens de um plano transversal do corpo, onde cada
pixel da imagem representa um valor estimado da impedéancia ou condutividade

desse corpo, em determinada posi¢cao do plano transverso analisado.

Uma das vantagens apresentadas pela TIE, pelo menos do ponto de vis-
ta tedrico, esta relacionada a um possivel ganho de contraste da imagem em
relacdo a outras técnicas de imageamento ndo invasivo, como a tomografia
computadorizada, a qual utiliza raios X para obtencdo de imagens. Isso pode
ser compreendido, ao ser comparada a condutividade elétrica ao coeficiente de
atenuacdo de raios X', para alguns tecidos do corpo humano. Ao ser confron-
tada a condutividade do osso com a condutividade dos musculos e do sangue,
nota-se que a condutividade do primeiro é duas ordens de grandeza menor que
a condutividade dos outros dois. Fazendo a mesma comparagcao em relacao ao
coeficiente de atenuacao de raios X para os mesmos tecidos, a diferenca n&o

passa de uma ordem de grandeza (MENIN, 2009).

! O coeficiente de atenuacao de raios X é a grandeza responsavel pelo contraste em imagens
produzidas por tomografia computadorizada convencional.
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Outras vantagens da TIE s&o a sua portabilidade, a sua facilidade de
manuten¢ao e o preco do equipamento para obtencdo das imagens. De forma
efetiva, um tomdgrafo por impedancia elétrica consiste basicamente de uma
fonte de excitacdo (corrente ou tenséo), de eletrodos e de um computador. O
sistema é pequeno e pode ser instalado mesmo em locais com pouco espaco.
Em relagéo ao valor do equipamento, estimativas apontam para um baixo custo
do tomografo por impedancia elétrica em comparacdo a um tomégrafo compu-
tadorizado por raios X (AGUILAR, 2009). Além disso, por ndo utilizar radiacao
ionizante, o equipamento de TIE pode ser mantido conectado a pacientes ou
amostras por longos periodos de tempo sem apresentar danos aos mesmos
nem a terceiros. Entretanto, apesar dessas vantagens, a TIE necessita ainda
melhorar a resolucdo espacial das imagens produzidas e diminuir o tempo
computacional necessario para fazer a reconstrucdo das imagens devido a

complexidade dos algoritmos utilizados.

As principais aplicacdes da TIE estdo relacionadas a sua capacidade de
produzir imagens do interior de objetos. Assim sendo, existem diversas areas
em que ela pode ser aplicada, tais como: Medicina, Geofisica, Ciéncias Ambi-
entais, Quimica, Engenharia e em testes ndo destrutivos em materiais. Na
Medicina é possivel destacar: a deteccdo de émbolos em pulmdes, 0 monito-
ramento de apnéia, 0 monitoramento da funcdo esofagica e gastrointestinal, o
monitoramento do fluxo sanguineo do coracdo e a deteccdo de céncer. Em
Geofisica e em Ciéncias Ambientais a TIE é Util para localizacao de depdsitos
minerais, localizagcdo de minérios subterrdneos, monitoramento de fluxos de
fluidos injetados na terra, na extracdo de petroleo e para detecgdo de vaza-
mentos em tanques de armazenamento subterraneo. Na Quimica, a TIE pode
ser empregada para o acompanhamento de reacbes em recipientes fechados
ou no fluxo de reagentes. Em Engenharia pode ser utilizada a técnica de TIE
para acompanhar o fluxo de gases, liquidos ou bolhas no interior de encana-
mentos fechados. Em testes nao destrutivos a TIE pode ser aplicada na detec-

cao de corrosao e pequenas fissuras ou vazios em metais (AGUILAR, 2009).

Do ponto de vista matematico, os algoritmos utilizados para reconstru-
céo de imagens para TIE, devem resolver um problema inverso, mal condicio-

nado e que apresenta grande sensibilidade em relacdo a ruidos experimentais
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e erros numeéricos. Na maioria das abordagens utilizadas, a reconstrucao de
imagens da TIE pode ser dividida em duas etapas. A primeira delas busca re-
solver o chamado problema direto da TIE. Nele, tenta-se calcular os potenciais
no contorno e no interior do dominio, a partir do valor da corrente injetada e de
uma distribuicdo de condutividade qualquer. A segunda etapa pretende resol-
ver o problema inverso da TIE, o qual corresponde a determinacao da distribui-
cdo condutividade no interior da regido avaliada, a partir das medidas realiza-
das no contorno da regido e dos potenciais calculados na solu¢éo do problema
direto (HERRERA, 2007).

Buscando colaborar para o desenvolvimento de um equipamento de TIE,
este trabalho desenvolveu estudos numéricos aplicados na solucédo do proble-
ma direto e prop6s e testou uma solugcédo para o problema inverso de recons-

trucdo de imagens utilizando essa técnica.

Este trabalho esta vinculado a um projeto de pesquisa, o qual pretende
produzir imagens de depdsitos sedimentares em tanques de sedimentacao de
materiais de interesse geoldgico. A disposi¢cdo dos eletrodos no tanque de de-
posicdo construido para os testes e simulacdo, possui geometria retangular.
Por isso, para a solucédo do problema direto, tendo em vista a sua simplicidade
do ponto de vista matemético e seus bons resultados para geometria retangu-

lar, foi utilizado o Método das Diferencas Finitas (MDF).

Para a solucdo do problema inverso, foi escolhida uma técnica de mini-
mizacao que utiliza ensaios aleatorios. Neste grupo de técnicas, a busca pelo
ponto de minimo € realizada de forma sequencial, utilizando variagfes aleato-
rias da condutividade. Entre aquelas técnicas onde sdo empregados ensaios
aleatdrios, foi utilizada a técnica de recozimento simulado (simulated annea-
ling), porque esta técnica consegue convergir para minimos globais mesmo
sem uma boa aproximacgao inicial para a distribuicdo de condutividade no do-

minio avaliado.

Este trabalho comeca por uma breve descricdo do problema direto e in-
verso da TIE. Logo apés, é apresentado um modelo tedrico responsavel por

modelar o potencial no interior do dominio avaliado, sendo de vital importancia
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para solugcdo do problema direto. Em seguida, é apresentado o MDF e sua

aplicacéo ao problema direto da TIE. Sendo que, primeiramente, ele é aplicado
para aproximar a solucdo do problema direto em um dominio retangular com
condutividade constante e, a seguir, ele € aplicado para calcular a distribuicéo
do potencial em um dominio com condutividade variavel. Para isso foram apre-
sentadas e comparadas trés diferentes equacdes, uma da literatura e duas
propostas pelo autor. Por ultimo é abordado o problema inverso, sendo expli-
cada e aplicada a técnica de recozimento simulado. Ela, por sua vez, foi utiliza-
da para inferir a distribuicdo de condutividade em dois dominios ficticios criados

computacionalmente.
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2. OBJETIVOS

Realizar estudos numéricos com objetivo de contribuir para solucéo do
problema direto da Tomografia por Impedancia Elétrica e indicar possibilidades

para solucdo do seu problema inverso.
2.1 Objetivos Especificos

1. Resolver o problema direto da TIE, para um dominio com distribuicdo de
condutividade homogénea,;

2. Resolver o problema direto da TIE, para um dominio com distribuicdo de
condutividade heterogénea;

3. Propor uma solucéo para o problema inverso da TIE;

4. Desenvolver um algoritmo matematico que implemente a solucdo do

problema inverso proposto.
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3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A revisdo bibliografica deste trabalho foi dividida em quatro partes. Na
primeira parte € apresentada uma introdugéo a TIE. Posteriormente, é realiza-
da a exposicado do modelo tedrico necessario para a solugdo do problema dire-
to. Em seguida, utilizando o Método das Diferencas Finitas, foram abordadas
trés aproximacfes para a equacao generalizada de Laplace. Para finalizar, é
proposta uma solugéo para o problema inverso da TIE utilizando o método de

recozimento simulado.

3.1 Introducéo aTIE

A TIE € uma técnica de imageamento néo invasivo, onde sédo produzidas
imagens através do mapeamento da condutividade ou permissividade elétrica
do interior de uma regido de interesse, mediante a “injecao” de corrente elétrica
e medidas de potenciais no contorno da regido. Para fazer a “inje¢gao” de cor-
rente no dominio e a medida dos potenciais no seu contorno, é necessario dis-

por eletrodos na fronteira da secao reta onde se deseja produzir a imagem.

A corrente aplicada no contorno obedece a certo padrdo de excitagao,
este padrao pode ser adjacente ou diametral. No padréo adjacente a corrente €
aplicada utilizando dois eletrodos vizinhos. Ja no padrao diametral a corrente é
aplicada em dois eletrodos em posi¢cdes diametralmente opostas (LIMA, 2006).
As Figuras 1 e 2 sao representacdes desses dois procedimentos de obtencéo
de dados experimentais para TIE.
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fluxo de corrente linhas equipotenciais
|‘ rd
\ i

(a)

Figura 1: Padrédo adjacente de injecdo de corrente elétrica no dominio. Extraido de: TRIGO,
2006.

w2 (N2
A . I -

(a) (b)

Figura 2: Padré@o diametral de injecdo de corrente elétrica no dominio. Extraido de: TRIGO,
2006.

Nos dois casos os potenciais elétricos sdo medidos nos eletrodos res-
tantes, efetuando a medida sempre em pares de eletrodos adjacentes, com
excecao dos pares formados pelos eletrodos de injecdo da corrente. Para um
total de N eletrodos posicionados no contorno da regido de interesse sao obti-
N(N -3) . N(N -4)

2

guracOes adjacente e diametral, respectivamente. Existem outras configura-

das

medidas independentes de potenciais, para as confi-

cOes com multiplas fontes de correntes, que injetam corrente e medem poten-
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ciais em todos os eletrodos simultaneamente. No entanto, nesse trabalho
serdo tratados apenas esses dois casos (BEVILACQUA, 2003).

Do ponto de vista experimental, um circuito eletrébnico se encarrega de
distribuir as correntes pelos eletrodos e medir as diferencas de potencial. Os
dados das medidas s&o passados a um computador que, utilizando um algorit-
mo adequado, pode fazer a estimativa da distribuicdo de condutividade (ou re-
sistividade) no plano avaliado. A cada ponto da regido medida € associado um

pixel, o qual corresponde ao valor da condutividade estimada (LIMA, 2006).

Os algoritmos que fazem a reconstrucao das imagens de TIE resolvem
basicamente dois problemas mateméaticos: o problema direto e o problema in-
verso. De modo geral, os problemas diretos envolvem a determinacdo de um
efeito? a partir de uma causa® conhecida (CEZARO, 2006). No caso especifico
da TIE, o problema direto envolve a determinacéo dos potenciais no interior da
regido avaliada e da resposta no contorno, supondo conhecida a distribuicéo
da condutividade ou da permissividade no interior (MENIN, 2009). No entanto,
na TIE ndo se conhece a distribuicdo da impedancia elétrica do material no in-
terior da regido. As Unicas informac6es disponiveis sdo as de excitacao (inje-
cdo de corrente elétrica no dominio) e as de resposta (medidas de potenciais
elétricos no contorno), por isso para fazer a reconstrucdo de imagens utilizando
a TIE, também é necessario resolver um segundo problema, o chamado pro-
blema inverso. Problemas inversos sdo problemas onde sdo determinadas
causas a partir de efeitos (CEZARO, 2006). No caso da TIE o seu problema
inverso procura, a partir dos dados de excitacao e resposta, determinar a distri-
buicdo da impedéancia ou condutividade elétrica no interior de uma regido de
interesse (MENIN, 2009).

A solucao do problema direto da TIE é de extrema importancia para a

solucdo do problema fundamental de reconstrugdo de imagens utilizando esta

? Efeitos, num modelo matematico, s&o as propriedades calculadas a partir de um modelo dire-
to, como o campo de temperatura, concentracdo de particulas, corrente elétrica - etc. (Proble-
mas diretos e inversos).

® Causas, num modelo matematico, sdo as condicdes iniciais e de contorno, termos de fon-
tes/sumidouros e propriedades do sistema (material). (Problemas diretos e inversos).



20

técnica, o chamado problema inverso. Por isso, € necessério tecer alguns

comentarios sobre a relacdo existente entre esses dois problemas.

A abordagem funcional mais utilizada para fazer a resolucdo do proble-
ma inverso, basicamente faz a comparacdo de dados obtidos a partir de dois
modelos diferentes, um numérico, resolvido computacionalmente, e outro expe-
rimental, obtido a partir de medidas reais (MENIN, 2009). O modelo numérico
faz justamente a solucéo do problema direto, o qual deve produzir uma solucéo
ao mesmo tempo precisa e que nao necessite de grande poder computacional,
tendo em vista a necessidade de produzir uma imagem de qualidade em curto
espaco de tempo. No caso especifico deste trabalho, o tempo de processa-

mento tem prioridade menor em comparacao com a resolucdo da imagem.

A comparacao entre os dados numericos e experimentais é realizada na
maioria das vezes mediante a criacdo de um funcional do erro, capaz de avaliar
a diferenca entre as informag0es obtidas pelos dois modelos. Este deve ser
minimizado através de um processo de otimizacdo, tais como os Algoritmos
Genéticos, o Método de Otimizacdo Topologica e/ou o Simulated Annealing
(MENIN, 2009).

A seguir sera apresentado o modelo numérico que foi utilizado neste tra-
balho, capaz de modelar a distribuicdo de potencial no dominio, considerando

distribuicdes de condutividades ndo homogéneas.

3.2 Modelagem do Problema Direto

Esta parte do trabalho inicia a abordagem tedrica necessaria para fazer
a aproximacéao da solucéo do problema direto da TIE. Sendo assim, inicialmen-
te foi definida a regido a ser avaliada, a qual sera utilizada para construir a so-
lucdo numérica. Ela, por sua vez, sera aqui representada pelo simbolo Q e é
uma regido bidimensional com contorno Q. Por sua vez, é possivel dividir 6Q

em duas partes, 0QQ, e 0Q,, de modo que oQ2=0Q, +0,. Essa divisdo do con-

torno é necessaria para separar os dados de excitagdo e resposta. A Figura 3

ilustra o dominio analisado.
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0,

Q2

Figura 3: Regido avaliada.

O problema direto da TIE envolve a determinacéo da distribuicdo dos po-
tenciais no interior de Q e a resposta em 0Q, supondo conhecida a distribuicao
da condutividade. A modelagem matematica desse problema é realizada, con-
siderando uma superficie com distribuicdo de condutividade dependente ape-
nas das coordenadas de posi¢ao e supondo gque esta regido apresenta caracte-
risticas puramente condutivas. Com isto, é obtida uma equacao diferencial par-
cial capaz de modelar o potencial em Q, sua deducdo pode ser vista no anexo

A e ela é apresentada a seguir:

V(o%u): 0 no interior de Q 1)

Onde u é o potencial e o é a condutividade elétrica em um ponto qual-
guer no interior da regiao.

Como ja mencionado, a TIE € uma técnica que constréi imagens de uma
determinada regido através da estimativa das propriedades elétricas dessa re-
gido em cada ponto do dominio analisado. A grandeza responséavel por fazer

esta estimativa é a impedancia elétrica.

Propriedades elétricas, tais como a impedancia elétrica e a permissivi-
dade elétrica, determinam o comportamento de materiais quando submetidos a
campos elétricos externos. A impedancia elétrica € o inverso da admitancia, a

qual é representada por um numero complexo, onde a parte real é dada pela
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condutividade elétrica e a parte imaginéaria é dada pela frequéncia angular da
corrente elétrica multiplicada pela permissividade do meio, como mostrado na

equacao a seguir:
y(X%, @) =o(X) +iwd(X) (2)

Onde o é a condutividade, w € a frequiéncia angular da corrente injetada

e € é a permissidade elétrica do meio.

Sendo assim, teoricamente seria possivel construir um modelo tedérico
considerando a condutividade apresentada por Q, a qual seria utilizada para
produzir imagens. Estas imagens seriam formadas a partir da estimativa do
valor da condutividade em cada ponto analisado do dominio. De outro modo,
também poderia ser construido um modelo levando em consideracdo apenas a
permissividade do meio. Logo, imagens produzidas por esse modelo seriam
uma estimativa da permissividade apresentada em cada ponto analisado do
dominio. Esses dois modelos podem ser utilizados separados ou conjuntamen-
te para produzir imagens de um determinado dominio. No entanto, como pode
ser observado através da equacao (1), neste trabalho o modelo te6rico consi-
dera Q uma regido puramente condutiva, desse modo sé a condutividade esta

sendo levada em consideracao.

Existe uma infinidade de funcbes que satisfazem a equacéo (1). Por is-
so, para determinar uma solugéo para essa equacao diferencial parcial (EDP),
€ necessario adicionar condicdes de contorno (CC), as quais, para o problema
da TIE, correspondem aos valores de correntes/potenciais aplicados e medidos

no contorno. Matematicamente, elas correspondem as seguintes expressoes:

u=u em dQ; (Condigéo de contorno de Dirichlet) 3)
J, = _Ug_u em 9Q, (Condicao de contorno de Neumann) 4)
n

Onde U é o potencial no contorno da regidao, n € um versor normal a su-

perficie do objeto e J, € o fluxo de corrente na direcdo do versor n.
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Na expressao (3) é dado o valor da variavel de interesse (potencial)
no contorno, essa condi¢cao de contorno é chamada de CC de Dirichlet. Na ex-
pressdo (4) em vez da variavel de interesse, € dada a sua derivada na direcéo

normal ao contorno, essa CC é chamada de CC de Neumann.

O problema direto pode, assim, ser definido matematicamente como a
solucéo da equacao (1) para a condicao de contorno formada pelas expressdes

(3) e (4).

A resolucédo do problema direto, na maioria dos casos, ndo pode ser rea-
lizada de forma analitica, por isso sédo utilizados métodos numéricos de discre-
tizacdo para a sua solucao (MENIN, 2009). Entre eles, alguns dos mais utiliza-
dos sdo: o Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Fini-
tos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC) (MENIN, 2009). A
seguir serd apresentada uma descricdo simplificada do MDF, bem como um
exemplo utilizando este método para aproximar a solu¢do de uma equacao di-

ferencial parcial com valores de contorno.

3.3 O Método das Diferencas Finitas

Os métodos numéricos sdo introduzidos para resolucdo de problemas
complexos que ndo possuem solucdo analitica. Tratando especificamente do
MDF, este € utilizado h&4 muitas décadas em engenharia para resolucédo de di-
ferentes tipos de problemas. Ele € um dos métodos numeéricos mais utilizados,
entre outros motivos, pela eficiéncia dos seus algoritmos, uma vez que € possi-
vel obter formulacfes explicitas que ndo necessitam de resolucdo de sistemas
algébricos ou inversdo de matrizes, sendo, por isso, 0 método mais utilizado
guando se trata de problemas que envolvam malhas com grande numero de
nos (BARTOLO, 2010). Além disso, o MDF possui maior facilidade de imple-
mentacdo computacional e maior simplicidade matematica em comparacéo
com outros métodos numeéricos como MEF, sem, no entanto, perder em preci-

sdo em relagéo as respostas fornecidas (BARTOLO, 2010).

Basicamente, a esséncia dos métodos numeéricos esta na discretizacdo
do continuo. E essa discretizacdo que torna “finito” um problema, viabilizando a

sua solucéo através da utilizacdo de computadores (CUNHA, 2003). Por isso,
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como anteriormente mencionado, para produzir uma solu¢do numérica, inici-

almente é necessario discretizar a regido onde a solucdo € procurada. Nesse
passo sera definida uma malha, que € um numero finito de pontos frequente-
mente chamados de nés da malha (CUNHA, 2003). No MDF o dominio é dis-

cretizado na forma de retadngulos ou quadrados, como mostra a Figura 5.

T Iy
/ - - Jm,n*l X
by m-n| [ :--'Am'rlmn,n
o | J B
y \ | m,n-i ]
\ -
. g OAx | Ax

Figura 4: Discretiza¢@o do dominio avaliado. Extraido de: SILVA NETO et al., 2009.

Utilizando uma malha retangular, como a da figura acima, dividida em in-

_Ym

- X . o
tervalos definidos por AX=WN e Ay , onde N e M sdo numeros inteiros

positivos que representam o numero de divisées do dominio na coordenada x e
y, respectivamente (CARNAHAN et. al. 1969). Portanto, o ponto nodal (i, j)
possui as coordenadas (xi, yj), dadas por x; =X, +Axi e y; =Yy, +Ayj. O nime-
ro maximo de linhas em x é denotado por i, =N e o numero total de linhas

emy é denotado por j,, =M.

No MDF, o segundo passo consiste em discretizar as derivadas presen-

tes na equacao diferencial.

Considerando a condutividade constante em Q a equacgao (1) se reduz
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ou % x
— +—=0 (Equacao de Laplace 5
PV (Equac place) ®)

Fazendo a expans&o por séries de Taylor da fungdo u(x,y) a direita e a

esquerda do ponto X, sao obtidas as seguintes equacoes:

!/ 1 14 1 m
U+, y)=ulx, )+ U G, Y+ U706, Y I* + 2 U0, Y+ 6)
e

’ 1 " 2 1 m 3
U(Xo_h:Y):u(Xan)_u(XOaY)h"'Eu (X01Y)h _gu (Xo’y)h T (7)

Somando (6) e (7) e explicitando a derivada de segunda ordem de u em
relagdo a x € obtido:

o%u Uiy _2uij + Ui 2
= : : =+ 0Of(A 8
- T [(2%)?] (8)

Seguindo 0 mesmo raciocinio para a coordenada em y:

o°u Uiy _Zui,j +Ui 40 2
- = : (Ay) ©)
oy (ay) (o]

Substituindo (8) e (9) em (1) é obtida a seguinte equacao:

ui—l,j - 2ui,j + ui+l,j

A

Considerando Ax=Ay =h e isolando u; ; na equacao (10):

u; j-1 _2uij +U; j+1 2 2
' J 7 of(ay)? |+ ofax)?]=0 (10)

Uiy j T Uy TUj T U 2
U =— ’4 ) ) +O(h ) (11)

Para ilustrar a utilizacdo do MDF, ao fazer a aproximacéo da solucdo de
equacdes diferenciais com dados de contorno, o método foi aplicado a solucéo

de um problema de conducéo de calor, essa solugédo € mostrada no Anexo B.
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Como uma alternativa para a aproximacgéao (11), o potencial no interior
de Q pode também ser aproximado através da equacdo (12), mostrada a se-
guir, reproduzida do trabalho de Adams, Levegue & Young (1988).

4(ui—1,j FUgj Ut ui,j—l)+ (ui+l,j+l FUigja Pl t ui—l,j—l)

U, = = +o(h®) (12)

A equacdo (12) possui maior acuracia em comparagdo a equacao (11).
A principal diferenca entre as duas esta relacionada ao tamanho do esténcil
utilizado para aproximacéo do potencial no ponto (i, j). O tamanho do esténcil
depende basicamente da quantidade de pontos empregados para aproxima-
cdo. Na equacao (11), a aproximacao do potencial € realizada através do cél-
culo da média dos potenciais nos quatro pontos mais préximos ao ponto (i, j).
O esténcil utilizado na equacao (11), por relacionar o potencial de cinco pontos
no interior do dominio Q, € chamado de esténcil de cinco pontos. A equacéo
(12), por sua vez, emprega 0s 0ito pontos mais proximos para fazer a aproxi-
macéao do potencial em (i, j), ou seja, relaciona o potencial de nove diferentes
pontos do dominio discretizado. Por isso, o esténcil empregado pela equacéo
(12) é chamado de esténcil de nove pontos. A Figura 6, apresentada a seguir,

mostra o esténcil utilizado pela equagéo (11) e pela equagéao (12).

Uij+1 Uigj+1 Ui j+1 Ui+ j+1
® ® ® ®
U1 @ ® o Ui+, Ui @ @ @ Uiy
Ui Ui
A ® B - ® )
Uij-1 Ui -1 Uij-1 Uisgj1

Figura 5: A) Esténcil de cinco pontos; B) Esténcil de nove pontos.

Caso seja necessario aproximar a solucdo de um PVC com CC de Neu-
mman ou de Cauchy, também é necessario discretizar a derivada na direcédo

normal a superficie.
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Uma derivada direcional € definida como o produto escalar do gradi-
ente de u por um versor, neste caso um versor normal a superficie de Q, como

mostra a definicAo matematica dada a sequir:
Dunzﬁﬁu=ﬁ(—i+—jJ (13)
X

onde n é um versor normal & superficie.

A aproximacao por diferencas finitas das derivadas de primeira ordem
presentes em (13), depende do grau de precisdo escolhido. Existem diversas
maneiras de fazé-lo, no entanto, neste trabalho, foram utilizadas apenas duas
diferentes aproximacgdes para o contorno. Uma dessas aproximacdes pode ser
obtida utilizando uma expanséo por séries de Taylor da funcdo u (x,y) a es-

querda do ponto X, :

1 1 14 1 m
u(x, +h,y)=u(x,,y)+u (xo,y)-h+§-u (X5, y)-h? +§-u (X5, Y)-h° +... (14)

Utilizando a equacao (6) até o terceiro termo a direita da igualdade e isolando

u’(xo, y) € obtida a seguinte aproximacao para derivada parcial em relagdo a x

no pOﬂtO Xo-
ou (Ui j _ui_lj) AX
— 2t —Uu"(X,, 15
OX AX 2 (%) (15)

(ui,j - 2ui—l,j + ui—2,j)

Fazendo na equacdo (15) u'(x,,Y) = +O[(Ax)2] é obtida a

(Ax)

. . - ou
seguinte aproximacao para &:
ou (3Ui i _4ui—lj +Ui, j) 2
= _ ’ ' ' A 1
> L +ol(ax)] (16)
Logo, por simetria:
ou (3Ui j AUy +Ui, j) 2
I S ! 224+ 0|(A 17
iy o +ol(ax)y] (17)
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Substituindo (16) em (13), omitindo o termo do erro associado a aproxima-
cao e utilizando a mesma aproximacao para a coordenada y, a equacao (13)

torna-se:

Dun ~fi- 3ui,j _4ui—1,j +Ui, T+3ui,j _4ui,j—1 +Ui ] (18)
2AX ZAy

fazendo o mesmo para (17)

3u;; —4u;,; +u

i+1, ] i+2,] r

2AX 2Ay

3ui1j —4ui,j+1 +U

T] (19)

Du, zﬁ-(

A outra aproximacgao por diferengas finitas, utilizada neste trabalho para
fazer a aproximacéao das derivadas direcionais no contorno, foi extraida do livro
Mathematics and Algorithms
(http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/NDSolvePDE.html), ela é
apresentada a seguir:

ou (L47u,, —360u,,  +450u, ,  —400u, , +225U, ,, — 72U, 4 +10U,

. ). ofay]

o 60AX

(20)
Logo, por simetria.
ou _ (147u;; —360u,,,; +450u.., ; — 400U, 5 ; +2250;,; —T2U;.5; +10u;.; ) ol ]
OX 60AX

(21)

Substituindo (20) em (13), omitindo o termo do erro associado a aproximacgao e

utilizando a mesma aproximacao para a coordenada y, a equagéao (13) torna-

se:
(L47u, , —360u, , , +450u, ,, 400U, +225u, ,, — 72U, +10U, ).
. . . . . . —1 +
Du. ~ii- 60AX
"= (1470, -360u; | , +450u, , , —400u, | 5 +2250, , , 72U, 5 +10u; )
60AyY

(22)


http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/NDSolvePDE.html
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Substituindo (21) em (13) e utilizando a mesma aproximagao para a coorde-

nada y, é obtida a seguinte expressao:

(L47u, , —360u,,, , +450u,.,  — 400U, ;  +225U,,, , — 72U, .5 +10U,q ) -
. : : . : : —1 +
Du. ~Fi- 60AX
"= (1470, —360u, ., + 450U, ;,, — 400U, |5 +2250, ., — 72U, 5 +10U; o)
60AyY J
(23)

O vetor unitario 1 em coordenadas cartesianas €& definido como

fi = |cos(6)i +sen(6)j], onde @ é o angulo entre fie o eixo da coordenada x no

plano.

Para a solucéo do problema direto da TIE é necessario considerar ainda
a variacdo da condutividade no dominio. Portanto, para aproximar a solu¢ao do
problema direto pelo MDF, é necessario fazer a discretizacdo da equacéo (1).

Isso pode ser realizado como exposto a seguir:
?.(a‘?u)z VoVu+ a(Vzu): 0 (24)

Explicitando os operadores nabla e laplaciano, temos:

VoVu +0(V2u): (2—(;7+% ]](a—uha—u i}{a(%jL@ﬂ =0 (25)

Dividindo os dois lados da equacéo por o e calculando o produto escalar, fica-

mos com

2 2
1 8_06_u+6_aa_u " 6_l:+8_l21 -0 (26)
o\ OX OX oy oy ox® oy

Isolando o termo a direita da equagéo, chegamos a

o°u 0% 1(6cdu oo du
L I A 27)
X oy ol ox ox oy oy



30

Discretizando os dois lados da equacgao por diferengas finitas, utilizando as
seguintes aproximacBes para as derivadas de primeira ordem*

au _ (ui+1,j _Uil,j)+o(h2) au _ (ui,j+1 _ui,j—l)

= +O(h2) e fazendo Ax=Ay, é obti-
oy 2Ay

OX 2AX

da a seguinte expressao:

Uiy +Upg +U; 1+ui'j_l—4ui].+o(h2)

i+1, ] i, j+

28
= _i[(gh-l,j —IJXUH—lj | l]) ( IJ+1 | j—lxul j+ Ij—l)] ( )

40”
Isolando u; ; € omitindo o termo do erro associado a aproximagao, vemos que:

ui—1,j +ui+1,j + U
ij ~ 4

[( Oij ~ —1un|+11 —11) ( O ju ~ 0, J—lxul 1 -,-1)]

ija TUija

(29)

i

A equacdo (29), quando aplicada a um dominio com distribuicdo de con-

dutividade homogénea, se reduz a equagéo (11).

Neste trabalho foram testadas ainda outras duas diferentes aproxima-
cOes para o potencial elétrico, para regides com condutividade heterogénea.
Uma dessas aproximacodes foi extraida do trabalho de Kim & Lee (2005). Assim
como a equacao (29), esta equacédo se reduz a equacao (11) em um dominio
com condutividade homogénea, como pode ser observado abaixo:

U . = (O-H z,jui+l,j)+ (O-i—}/z,jui—l,j)+ (Ji,j+%ui,j+l)+(Gi,j—}/zui,j—l) (30)

0y
Oiiyj +O'i_}/2’j +O'i’j+% +6i,j—}/2)

Onde o, Oi iy € O, .y, S80 0s valores da condutividade em pontos

i+%,j i—}é,j'
localizados centralmente entre os pontos (i, j) e (i+1j), (i,j) e (i-1j), (i,])
e (i,j+1) e (i,j) e (i, j—-1), respectivamente. A condutividade nesses pontos

pode ser obtida através do calculo da média harménica da condutividade entre

. . , oo Oo _
* As mesmas aproximacdes foram utilizadas para aproximar 8_ e —, érealizada apenas a
X

troca da variavel u pela variavel o .
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as regides adjacentes avaliadas. Portanto, a condutividade no ponto médio

entre os pontos (i+a, j+b) e o ponto (i, j), sendo a e b nimeros inteiros

quaisquer, € dada por:

o _ (Ui+a,j+b0'i,j)
i+35,j+b%
Oisa jib T Oij
2

(31)

Além das equacgbes (30) e (29), utilizando a equacédo (12) e a propria
aproximacéao (30), foi proposta uma terceira equagao para aproximar o poten-

cial numa regido com condutividade heterogénea.

Como ja mencionado, a equacéo (12) aproxima o potencial em um ponto

(i, j), utilizando os oito pontos adjacentes mais proximos a ele (esténcil de no-

ve pontos). No entanto, fazendo algumas manipulacdes em (12), é possivel
mostrar que ela, na realidade, é uma combinacdo de duas aproximacdes por
diferencas finitas com esténcil de cinco pontos. Para demonstrar essa afirma-

cdo € necessario rearranjar a equacao (12), como mostrado a seguir:

4ui,j U, =4{ui1,j +Uig Zui,ju +ui,le+(ui+l,j+l +Uig Zuil,jJrl +ui1,jlj (32)

O primeiro termo a direita da igualdade € idéntico a equacédo (11) multi-
plicada pelo numero 4, enquanto o0 segundo termo, a direita do sinal de igual-
dade, é uma segunda aproximacéao por diferencas finitas com esténcil de cinco
pontos. A seguir, € apresentada uma representacdo esquematica mostrando
como pode ser obtida a equacgao (12), a partir da soma de duas aproximagdes

por diferencas finitas com esténcil de cinco pontos.
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Ui j+1 Ui-1j+1 Ui+1j+1

.\
® @ ®
Ujj1 Uj.1j-1 Ui j-1

[Um,j FUg; tUjat ui,j—lJ [ui+l,j+1 +Uigja TUigja t ui—l,j—lj

U = 2 u; = 2
/
4-ui'j +U;
~N
5u, ; =

4 4

(uil,j Uy HUj it ui,jl]_i_(unl,jﬂ FUpgja Tl t uil,jl]

Figura 6: Esquema mostrando que a equacao (12) é soma de duas aproximacdes por diferen-

¢as finitas com esténcil de cinco pontos.

Partindo das observacdes expostas no esquema acima, € possivel pro-
por uma nova aproximacao por diferencas finitas, para o potencial em uma re-
gido com condutividade heterogénea. Para tal, a equacéo no interior do grande
retangulo vermelho da Figura 7 (equacéo (11)), deve ser substituida pela equa-
cdo (30). Além disso, a segunda equacao, localizada no interior do grande re-
tangulo azul da Figura 7, deve ser substituida por uma aproximacao analoga a
essa para uma regido com condutividade heterogénea. Essa equacao foi obtida

através de uma comparagdo com a equacao (30). Ela é apresentada a seguir:

(0i+}§,j+}/2ui+1,j+l)+ (O-i+}é,j—}/2ui+l,j—l)+ (Gi—}/z,j+}§ui—l,j+l)+ (Gi—}é,j—%ui—l,j—l)

u. . =
(O'n sty TOuniy T 0y +O—i—}/2,j—}/2)

1]

(33)

Fazendo as substituicdes na equacao (32) e isolando u; ., € obtida a se-

ij?

guinte expressao:
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u. .
[} 5

1 |:(Gl+}é,]+}éul+lj+l)+ (O-i+}/z,j—}éui+l,j—l)+ (O-i— 2,j+}éui—l,j+l)+ (Gi—}/z,j—%ui—l,j—l )}

Oivy iy YOy jy TOiy iy TO Yy

ﬂ{(@%,;um,] )"' (Ui—}/z,jui—l,j )+ (Ui,j+;/zui,j+1)+ (O'ngujl):l_'_
Gi+%,j+o_i—%,j+o-i,j+% +o—i,j—% (34)

5

E interessante observar que a equacéo (34), quando aplicada a uma dis-

tribuicdo de condutividade homogénea, se reduz a equacgéao (12).

Antes de terminar este capitulo € importante tecer alguns comentérios a
respeito do erro associado as aproximacdes por diferencas finitas até o mo-
mento expostas. Para cada aproximacgdo, tanto para derivada de primeira
quanto para derivada de segunda ordem, produzidas utilizando diferencas fini-
tas, existe certo erro associado. Este erro esta relacionado a quantidade de
termos da série de Taylor utilizados para fazer a aproximacdo. Por exemplo,

para chegar até equacao (8) foram empregados os trés primeiros termos da

serie de Taylor. Desse modo, o terceiro termo da série, dado por %u”(xo,y)hz,

€ o termo que define a ordem de grandeza do erro associado a aproximacao
produzida; nesse caso o erro é da ordem de h?. O conhecimento do erro, por
sua vez, é deveras importante, principalmente para aqueles PVCs que possu-
em condicdes de contorno do tipo Neumann. Esse conhecimento € necessario
porque ndo é adequado utilizar aproximac¢des mais precisas, como a aproxima-
céo (20), conjuntamente com outras de menor precisao, como a aproximacao
(11). Por isso, nesta dissertacdo, para a aproximacgao da solucdo do problema
direto e de um PVC com condi¢des de contorno de Neumann, foram utilizadas
apenas determinadas combinacfes de equacdes. As escolhas das aproxima-
cOes do contorno e para o interior da regido avaliada, serdo explicadas na Me-

todologia do presente trabalho.

A seguir serd apresentada uma introducéo ao problema inverso da TIE

em conjunto com uma proposta para sua solucao.

3.4 Problema Inverso

O problema inverso da TIE busca obter uma aproximacao para a condu-

tividade no interior de Q, a partir das medidas dos potenciais elétricos no con-
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torno da regido de interesse. Este problema € dificil de ser resolvido porque

€ nao linear e, principalmente, € mal condicionado. Ser mal condicionado signi-
fica que grandes mudangas de condutividade no interior de Q, produzem pe-
guenas variacdes nos valores das diferencas de potencial medidas no contor-
no. Esse fato faz da TIE uma técnica de imageamento extremamente sensivel

a erros de medidas e ruidos experimentais (MENIN, 2009).

A solucéo do problema inverso, geralmente, € iniciada através da solu-
cdo do problema direto, a partir de uma distribuicdo de condutividade inicial
arbitraria. Os potenciais calculados no contorno pelo problema direto sdo com-
parados aos potenciais medidos, através do calculo da diferenca quadrada en-
tre ambos, nas regides do contorno onde foram dispostos os eletrodos. Suces-
sivamente, o problema direto é resolvido até ser encontrada a distribuicdo de
condutividade gque minimiza a diferenca entre as medidas e os valores obtidos

durante a simulacao.

Para procurar a distribuicdo de condutividade que minimiza a diferenca
entre os potenciais sao utilizados métodos de otimizacao. Na literatura existem
trés conjuntos principais de métodos de otimizacao: métodos deterministicos,

meétodos estocasticos e métodos enumerativos (SOARES, 1997).

Os métodos de otimizacdo deterministicos geralmente calculam e utili-
zam derivadas e/ou uma aproximacao do gradiente para procurar o ponto de
minimo. Esses métodos apresentam grande velocidade de convergéncia em
comparacdo com outros métodos de otimizagdo. No entanto, muitas vezes,
eles convergem para pontos de minimos locais e ndo globais, necessitando de
uma aproximacao inicial acurada para atingirem o ponto de minimo global do
sistema (SOARES, 1997). O método dos minimos quadrados € um dos méto-
dos deterministicos empregados para solucdo do problema inverso da TIE,
como pode ser visto no trabalho de Cheney (1990).

Os métodos enumerativos procuram analisar todas as combinacgfes de
dominios possiveis e, a partir disso, encontrar aquela configura¢cdo do dominio
que otimiza o valor da funcdo de interesse. O grande problema desses méto-
dos é o tempo computacional necessario para analisar todas as configuractes

possiveis de dominio, principalmente quando ele for de grande dimenséo e/ou
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discretizado utilizando uma grande quantidade de pontos (SOARES,1997).
Na literatura ndo foram encontrados trabalhos utilizando métodos enumerativos

para solucdo do problema inverso da TIE.

Os métodos estocasticos sdo aqueles que empregam ensaios aleatorios
para encontrar a distribuicdo de condutividade desejada. Estes métodos pos-
suem a desvantagem de convergirem para um minimo de forma mais lenta em
comparacdo aos meétodos deterministicos. No entanto, técnicas pertencentes a
esse grupo nao necessitam de boas aproximacdes iniciais para atingirem mi-
nimos globais. Na literatura € comum encontrar trabalhos que utilizam métodos
baseados em ensaios aleatérios para solucdo do problema inverso da TIE.
Dois métodos estocasticos comumente utilizados séo os algoritmos genéticos e
o recozimento simulado (simulated annealing), o primeiro foi abordado no artigo
de OImi et al. (2000) e o segundo na dissertacdo de mestrado de Herrera,
(2007). Os dois métodos foram testados conjuntamente no trabalho de Cheng e
Chen, (1998).

O método de recozimento simulado € um método heuristico, baseado
numa analogia com o processo de recozimento fisico. Basicamente, esse mé-
todo consiste em obter os estados de mais baixa energia de um solido, através
do aquecimento do sélido até o seu estado liquido. Esse processo é entédo se-
guido por um processo de arrefecimento até o regresso do sélido a temperatura
ambiente. Quanto maior a temperatura e menor a taxa de arrefecimento, ao
final do processo, mais proximo da estrutura cristalina de menor energia estara
o solido (KIRKPATRICK, GELATT E VECCHI,1983).

O recozimento simulado foi 0 método de otimizacéo escolhido para solu-
cionar o problema inverso neste trabalho, isso se deve a sua facilidade de apli-
cacao e, principalmente, a sua convergéncia para minimos globais e néo lo-

cais.

A seguir é descrito com mais detalhes o0 método do recozimento simula-

do e a sua aplicacao ao problema inverso da TIE.
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3.5 Recozimento Simulado e o problema inverso da TIE

Métodos baseados em ensaios aleatérios como forma de aproximar o
ponto 6timo de uma funcdo, chamaram a atencdo da comunidade cientifica a
partir de década de 60 (TAVARES E CORREIA, 1999). Quando n&do é conheci-
da a expressédo analitica que se deseja otimizar, parece ser uma via intuitiva
ensaiar pontos do dominio com o intuito de identificar pontos candidatos a pon-
tos de otimizacdo (TAVARES E CORREIA, 1999).

No problema inverso da TIE é necessario minimizar uma funcional E(o),

onde o é a condutividade do dominio, a qual € representada por uma matriz de

tamanho N x M.

A solucéo desse problema, utilizando a versao mais simples de um algo-
ritmo que utiliza ensaios aleatorios, é realizada mediante a utilizacdo do algo-

ritmo descrito a seguir:

1) Para uma determinada interacéo, k, € necessario gerar uma matriz de nu-

meros aleatérios d(M,N), com valores entre 0 e 1;

2) Todos os valores da matriz d(M,N) s&o multiplicados por um namero real,

L, chamado de passo, gerando uma nova matriz (M, N);

3) E realizada a soma da matriz de condutividade atual o, ,(M,N), obtida na
interacéo k-1, pela matriz aa(M , N), gerando uma nova matriz condutivida-

de o, (M,N);

4) E resolvido o problema direto utilizando a nova matriz de condutividade
. (M,N);

5) Calcula-se o valor de E(o, );
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6) Se E(s,) <E(o,,), é aceita a nova distribuico de condutividade
o,(M,N), sendo é mantida a matriz condutividade o, ,(M,N) e o processo

é repetido até esse satisfazer um critério de parada.

O algoritmo descrito acima (baseado em um algoritmo descrito no livro
de Tavares e Correia, (1999)) é bastante semelhante ao algoritmo costumeira-
mente utilizado para implementar o recozimento simulado. A Unica diferenca
entre ambos é a adicdo de um termo exponencial, definidor de uma probabili-
dade P, necesséria para simulacdo do processo de recozimento fisico. Assim,
quando uma nova configuracdo de condutividade o, é gerada, como no algo-
ritmo anteriormente exposto, no recozimento simulado ela também sera aceita
se for melhor que a configuracdo antecedente. No entanto, esta nova configu-
racdo, mesmo sendo pior, podera também ser aceita no recozimento simulado.
Isso dependeréa do valor de um nimero aleatério, localizado no intervalo entre O
e 1, gerado a cada interacdo k e do valor da probabilidade P, definida pela

eqguacao mostrada a seguir:

(35)

Onde Cg é um valor qualquer que diminui com o aumento de k (TAVA-
RES E CORREIA, 1999).

Fazendo algumas modificacdes no algoritmo apresentado na pagina an-
terior, adicionando a simulacéo do processo de recozimento fisico, € obtido o

seguinte algoritmo:

1) Para uma determinada interacdo, k, € necessario gerar uma matriz de nu-

meros aleatérios d(M,N), com valores entre 0 e 1;

2) Todos os valores da matriz d(M,N) sdo multiplicados por um nimero real,

L, chamado de passo, gerando uma nova matriz aa(M , N);
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9)
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E realizada a soma da matriz de condutividade atual o, ,(M,N), obtida
na interagéo k-1, pela matriz d(M,N), gerando uma nova matriz condutivi-

dade o, (M,N);

E resolvido o problema direto utilizando a nova matriz de condutividade
o (M,N);

Calcula-se o valor de E(o, );

E calculado o valor de Cy, definido pela equacdo C, =C, - F(k), onde F(k) é

uma funcdo qualgquer dependente de k;

Calcula-se o valor de P através da equacao (31);

E gerado um ndmero aleatorio R entre 0 e 1:

Se E(o,) <E(o,,) ou R<P, é aceita a nova distribuicdo de condutividade
o,(M,N), caso contrario, é mantida a matriz condutividade o, ,(M,N) e o

processo € repetido até esse satisfazer um critério de parada.

As partes sublinhadas do algoritmo apresentado acima sédo aquelas ne-

cessarias para simular o recozimento simulado. Mais detalhes sobre esse o
simulated annealing podem ser encontrados em KIRKPATRICK, GELATT E
VECCHI (1983).

A aplicacao desse algoritmo para solu¢do do problema inverso da TIE

sera mais bem discutida na segunda parte da metodologia deste trabalho.
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4. METODOLOGIA

A metodologia desta dissertacao foi dividida em duas partes. Na primeira
€ abordada a solucdo do problema direto utilizando o MDF em geometria carte-
siana. Nessa parte, também ser& explicada a avaliacdo das aproximacdes, tan-
to do ponto de vista da precisdo como também de aspectos relacionados a
convergéncia. Na segunda parte da metodologia, o problema inverso é aborda-
do, sendo apresentados os testes e 0 método de otimizagéo utilizado para fa-

zer a solucéo desse problema.
4.1 Problema Direto

Tendo em vista o objetivo inicial deste trabalho de resolver o problema
direto da TIE, foram implementados dois algoritmos no ambiente virtual Ma-
tlab®, capazes de solucionar PVCs que envolvam a Equacdo de Laplace e a
Equacao (1). Esses algoritmos foram desenvolvidos pelo autor, com base em
métodos numéricos disponiveis na literatura (CUNHA, 2003), onde alguns algo-
ritmos para solucdo de PVCs utilizando o MDF séo apresentados. Alguns des-
tes algoritmos utilizam o método iterativo de Gauss-Seidel, enquanto outros
empregam o algoritmo iterativo de sobre-relaxacdo sucessiva (SOR). No Anexo

D, os dois algoritmos sdo apresentados com maiores detalhes.

O MDF foi inicialmente aplicado para solucédo de dois PVCs em geome-
tria cartesiana, extraidos do trabalho de Menin, (2009). Esses problemas, regu-

lados pela equacéo de Laplace, sdo mostrados a seguir:

PVC1

CC:



cuja solucéo analitica u(X, y)= Xy .

Y U=X

u=0 u=y

u=0 1 x

Figura 7: Regido Avaliada. Extraido de: MENIN, 2009

PVC2

u(0,y)=0

u(L, y) = cos(zy)
CC: a_u(xp) -0

on

ou

%(x,l) =0

senh(zx)cos(zy)
senh(r)

cuja solugéo analitica € u(x,y)=
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Regiao:

Ou
) = =0
s on
;
u=0 u:cos(;fr-y)
0 1 X
ou_
on

Figura 8: Regido Avaliada. Modificado de: MENIN, 2009

No PVC1 a condicdo de contorno é do tipo Dirichlet, no PVC2 a condi-
cao de contorno é formada tanto por CC de Neumann quanto por CC de Dirich-

let.

A solucdo das equacoes foi realizada utilizando trés diferentes malhas
regulares com matrizes de 25x25, 50x50 e 100x100.

Para a solucdo do sistema linear foi utilizado o algoritmo iterativo SOR, o
qual para esse problema apresenta maior velocidade de convergéncia se com-

parado ao algoritmo de Gauss-Seidel.

Foi realizada a aproximacgdo do valor da variavel de interesse em cada

no, por meio das equacgdes (11) e (12).

Em relacdo ao PVC2, foram utilizadas as equacdes (18) e (19) para

aproximar os valores das derivadas do contorno, como mostrado a seguir:

Para a equacéo (18) comy =1 e angulo de 90°.

g_lrJ] ~ [005(900)7+sen(9O°)J7]-(3u” _4;;(" Pz 3 _422; i TJ



ou
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ou 3 =AU U,
on 2AY

Isolando u. ., temos:

i,j?
U o~ Thie2 (36)
1]

Para a equacéo (19) comy =0 e angulo de 270°, vemos que:

" 1(3u—4u . +Uu. .. 3u.—4u ., +U ., .

a—uz[cos(2700)i +sen(270° ) || T T oy TS T A T L2
on 2AX 2Ay
a_U - 3ui,j _4ui,j+1 +ui,j+2 -0
on 2AY
Isolando u, ;, chegamos a:

4qu. .. —U.
Ui | z% (37)

Utilizando as equacbes (22) e (23) séo obtidas as seguintes aproxima-

cOes para as derivadas no contorno do PVC2:

Para a equacéao (22) comy =1 e angulo de 90°,

(147ui]j —360u; , ; +450u; , ; —400u; , ; +225u; , ; — 72U, 5 ; +10U; ¢ ; )7

" - 60AX
[oosf00° -+ sen(00° )] (147, , —360u, ,, +450u; ,, —400u, , , +225u, , , —72u, , ; +10U, 4 )T
60Ay

ou (147u,, —360u, , , +450u,  , —400u,  , +225u,  , —72u; ; 5 +10u; )
on 60AY

=0

Isolando u.

ij?

vemos que.

Lo (360u, ., —450u, , , +400u; , , —225u, ,_, +72u; ; s —10u; )
R 147

(38)

I +
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Para a equagéao (23) comy =0 e angulo de 270°, obtemos:

(147ui ; —360u;,, ; +450u;,, ; —400u;,, ; +225U; , | — 72U, 5 ; +lOui+Gj)?
- - : - : : —1 +
o o\ o)< 60AX
P ~ [cos(270° f + sen(270°)j] (147u, , ~360u, ., +450u; ., —400u, ,, +225U, ., — 72U, .5 +10U, ;) -
i
60Ay
au (L47u, ; —360u; ;.. +450u; ;,, —400U; ; 5 +225U; ., — 72U, ; s +10u""+6):o
an 60Ay
Isolando u; ;, chegamos a
(360u; ;,, —450u, ;,, +400u; ;5 — 225U, ; , +72U; ;.5 —10U, ;)
Ui’j =~ 147 (39)

As equacdes (36) e (37) foram utilizadas associadas a equacgédo (11),
enquanto as equacdes (38) e (39) foram utilizadas conjuntamente a equacao

(12) para a aproximacédo da solucdo do PVC2.

O erro associado a cada aproximacao foi o fator principal considerado
para a escolha do conjunto de equacdes utilizadas durante a solucdo numérica.
No caso das equacoes (36) e (37), elas possuem erro da ordem de h?, de acor-
do com 0 livro Mathematics and Algorithms
(http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/NDSolvePDE.html), da
mesma ordem de grandeza da equacédo (11). Enquanto, de acordo com essa
referéncia, o erro associado as equacodes (38) e (39) é aproximadamente igual
a h®, exatamente a mesma ordem de grandeza associado & equacdo (12)
(KUO & LEVY, 1987). Se as equacdes (36) e (37) fossem utilizadas coligadas a
equacao (12), por possuirem menor precisao, elas diminuiriam a exatidao da
solucdo aproximada. Por outro lado, utilizar as equacgbes (38) e (39), mais
complexas que as equacgdes (36) e (37), conjuntamente a equacao (11), ndo
melhora a acuréacia da aproximacao produzida, pois a precisdo estaria limitada

pelo erro associado a (11).

A escolha de dois conjuntos de equacdes para os testes, um utilizando

esténcil de nove pontos e outro de cinco pontos, teve por objetivo testar a acu-


http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/NDSolvePDE.html
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racia e o custo computacional de cada uma das aproximagdes. Certamente,

se as aproximag0Oes utilizando nove pontos apresentarem razoavel ganho de
precisdo sem ou com pequeno aumento do custo computacional, sua aplicacéo
para a solucédo do problema direto, em relacdo a aproximacdes com esténcil de
cinco pontos, se justifica. 1sso porque, seria possivel produzir solugbes com
precisao igual ou maior em malhas de pequena dimensé&o, diminuindo o tempo
para produzir a solucdo. Sendo assim, durante a solu¢cdo do problema inverso,
isso pode aumentar a velocidade para fazer a reconstrucdo da imagem e/ou

produzir imagens com maior resolugéo.

Apo6s a introducéo das CC e a obtencéo do valor da variavel de interesse
em cada no, foi calculado o erro relativo para as solucées aproximadas em re-
lacdo a solucéo analitica. O erro relativo foi calculado em cada um dos ndés da

malha, sendo obtida assim uma distribuicdo para esse indice no dominio.

Os valores calculados foram dispostos em gréaficos bidimensionais, onde
as cores dos gréaficos representam os valores de determinada variavel de inte-
resse em todos os nés da malha. Por sua vez, os graficos construidos repre-
sentam todos os dados obtidos na solugdo numérica, na solu¢do analitica e no

calculo do erro relativo.

O erro poderia ser representado pelo erro médio em cada ponto da ma-
Ilha, sendo expresso assim de forma mais simples apenas por um numero. No
entanto, a representacao gréafica possui a vantagem de facilitar a visualizacédo
das regides onde as discrepancias entre a solugdo numerica e a solucéao anali-
tica sdo mais acentuadas, possibilitando a elaboracdo de estratégias capazes

de minimizar o erro nessas regiodes.

Posteriormente, neste trabalho foi resolvido o problema direto da TIE pa-
ra uma geometria retangular, considerando um dominio com condutividade

constante.

Em relacdo a discretizagcdo do contorno, nos pontos onde ndo havia pre-
senca de eletrodos de injecdo de corrente, a derivada normal a superficie do
potencial foi considerada como possuindo valor zero. Assim, quatro discretiza-

cOes para o contorno, dependendo do lado do retangulo considerado, foram
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obtidas. Para facilitar a compreensao das quantiza¢des realizadas, cada lado
foi chamado de L1, L2, L3 e L4, como mostrado na Figura 10 apresentada a

sequir.

L4

L1 [.3

L2

Figura 9: Rotulos atribuidos a cada um dos lados da regido avaliada.

Nos eletrodos de injecao de corrente, o valor da densidade superficial de
corrente J, definida como a razdo entre o valor nominal da corrente e a area

superficial do eletrodo, foi estimado como mostra a equacao a seguir:

1= (40)

Ela também pode ser definida como:

ou

JZ—UOa—n

(41)

A expressao (41) é equivalente a expresséo (4), onde o, representa a

condutividade no contorno da regido Q.

As discretizacdes por diferencas finitas foram obtidas igualando o termo
a direita da expressao (41) ao termo a direita da expresséao (40) e valendo-se
das equacoes (18), (19), (22) e (23), para L1, L2, L3 e LA4.

As equacg0Oes produzidas a partir das aproximacdes da derivada no con-
torno (18) e (19), foram utilizadas conjuntamente com a equacao (11), em um

dominio com condutividade homogénea, e com as equacdes (29) e (30) para
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uma regido com condutividade heterogénea. Ja as equagdes produzidas por

meio das aproximacgoes (22) e (23), foram utilizadas com a equacao (12), para

um dominio com condutividade homogénea, e com a equacao (34) para uma

regido com condutividade heterogénea

Todas as aproximagOes obtidas para o contorno estao reunidas na Ta-

bela 1 e Tabela 2. A deducdo de todas as aproximacdes pode ser vista no

Anexo C.

Tabela 1: Discretizagdo do contorno utilizadas para a solugdo do problema direto utilizando
aproximag6es com esténcil de cinco pontos

Lad Regido de injecao de Regido sem injecao de
ado
corrente corrente
L1 U - 4Ui+1,j _ui+2,j B 2AXi U = 4Ui+1’j —Ui,;
" 3 30, A b 3
Lo 0, = AU; 111 = Ui jio _ 24y 0, = AU 50— Ui
3 30,A ' 3
4. .. —U. . . i T
L3 ui’j _ i i-2,j 2AXI uij _ 4U|_1‘J ul—2,j
3 30,A ' 3
4u; ., —U . i o _L
L4 ui,j _ ij-1 Lj-2 ZAYI u, = 4-U|1J71 ULI*2
3 3o, A : 3
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Tabela 2: Discretizacdo do contorno utilizadas para a solu¢cédo do problema direto utilizando

aproximacdes com esténcil de nove pontos.

Regido sem injecao de
Lado Regido de injecao de corrente corrente
360u,,, ; —450u,,, ; +400U,,, ; 360u;,, ; —450u;,, ; +400u; 5 ;
—=225U4,, 5 + 72U, 5 ; —10u; 4 ; 60AXi —225u;,, it 72ui+5j _10ui+6j
Upj = - .. = ! ! !
L1 ' 147 1475,A | Ui 147
360u, ., — 450U, ., +400U, |, 360u; ;,, —450u; ;,, +400u; ;,;
—225U; j,, +720; 5,5 — 10U, ;¢ B60AXi - 225ui,j+4 + 72ui,j+5 _10ui,j+6
L2 " 147 1470, A b 147
360U, ,, —450u,_, ; + 400U, ,, 360u;_, ; —450u;_, ; +400u;_; ;
—225u;_,; +72u;_5; 10U, ¢ ; 60AXi — 225ui—4,j + 72ui75'j —1Oui76,j
L3 i = 147 1470, A Uiy = 147
(360u”.1 — 450, , + 400ui,13] 360u; ;, —450u; ; , +400u; ; ,
y o= —225U;; , +72u; ;s —10u; ;¢ _ 60AXi y - — 225ui,j—4 + 72Ui,j-5 _10ui,j—6
L4 o 147 1470,A b 147

O dominio analisado conta com 16 eletrodos dispostos em um quadrado

com dimensdes 1x1 unidades de medida de area (u.m.a.), sendo que quatro

eletrodos foram arranjados em cada face do dominio. Todos os eletrodos pos-

suem formato quadrado com dimensdes 0,12 x 0,12 u.m.a..

O valor de Ax é numericamente igual ao valor de Ay, valor o qual ira

depender do tamanho da matriz. Para os testes em um dominio com distribui-

cdo de condutividade homogénea, foi utilizado apenas um valor para condutivi-

dade, 20 unidades de medida de condutividade (u.m.c). Quanto a discretiza-

céo, trés distintos tamanhos de matrizes durante os testes foram empregados:

25x25, 50x50 e 100x100 elementos de matriz. Desse modo, AX possui trés

distintos tamanhos: 0,04 unidades de medida de comprimento (u.m.cp.), 0,02

u.m.cp. e 0,01 u.m.cp., respectivamente. A Figura 11, a seguir, mostra o domi-

nio analisado.




48

Figura 10: Disposicéo dos eletrodos no contorno da regido avaliada.

Quanto a solucéo do sistema linear, o algoritmo iterativo de SOR foi utili-
zado, pois este apresenta taxa de convergéncia mais alta em comparacao ao
algoritmo de Gauss-Seidel, para a aproximacgao da solucdo do problema direto

em um dominio com condutividade homogénea.

Antes de continuar descrevendo a metodologia empregada, € necessa-
rio explicar alguns critérios considerados durante o processo de avaliacdo das

aproximacoes utilizadas.

A avaliacdo das aproximacdes procurou averiguar parametros como
convergéncia (se para determinada condi¢fes de contorno e, no caso de domi-
nio com condutividade heterogénea, se para determinado dominio a aproxima-
cdo convergia) e precisdo® (variacdo dos valores de potencial calculados pela
solucdo numeérica, para diferentes tamanhos de matrizes e aproximacgdes pro-

postas).

% Precisdo é o grau de variagdo dos resultados de uma medicao. Nesse trabalho, por sua vez, considera-se
precisdo o grau de variacdo de uma solucdo em relacdo a outra solucdo, produzida a partir de outras
aproximagdes ou tamanho de matriz. Além disso, a precisao sera considerada como sindnimo de acuracia.
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Foi realizado apenas um teste para analisar a convergéncia das apro-
ximagoOes. Esse teste, obviamente, foi realizado somente para as aproximacoes
utilizadas em dominio com distribuicdo de condutividade heterogénea. Resumi-
damente, foram utilizados dominios com diferentes variacbes de condutividade
e foi verificado se determinada solu¢do convergia ou ndo. Na continuidade da
metodologia sera explicado mais detalhadamente o teste realizado.

Em relacdo a precisdo, a avaliacdo das aproximacdes pode ser agrupa-
da em dois grupos, mesmo que cada avaliacdo possua caracteristicas especifi-
cas. Em um dos grupos estao reunidos aqueles testes onde as solugdes pro-
duzidas foram comparadas entre si, utilizando como referéncia a solugao pro-
duzida a partir da aproximacado extraida da literatura ou, caso se conheca, a
aproximacdo mais precisa. A segunda categoria agrega aqueles testes onde &
realizada a comparacgéo das solu¢des produzidas a partir de determinada apro-

ximagao, para diferentes tamanhos de matriz.

Apos fazer a aproximacao do potencial, foram realizadas compara¢cdes
entre diferentes tamanhos de matriz. Isso foi realizado mediante a construcéo
de graficos do potencial em funcdo de x ou y, para um y ou x especifico. Basi-
camente, as regides escolhidas para tracar os gréaficos foram as regibes do
contorno, mais especificamente aquelas regiées onde estavam dispostos os
eletrodos de injecdo. O principal objetivo desse teste é observar a diferenca
entre os potenciais calculados por uma mesma aproximacao, para diferentes

tamanhos de matriz.

Apoés os testes em um dominio com condutividade homogénea, a solu-
céo do problema direto foi aproximada em dominios com condutividade hetero-
génea. Os testes realizados valeram-se das equagfes (29), (30) e (34) para
aproximar o potencial no interior de Q. As equacdes (29) e (30) foram utilizadas
conjuntamente com as aproximacoes da Tabela 1, enquanto que para a equa-
céo (34), as aproximacdes empregadas foram aquelas apresentadas na Tabela
2.
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A distribuicdo de condutividade utilizada para os testes de precisao
possui dois distintos valores. Numericamente, eles sdo 20 u.m.c. e 110 u.m.c.,
para regido em azul e vermelho, respectivamente, da Figura 12, apresentada a

seqguir.

Figura 11: Forma da distribuicdo de condutividade utilizada durante os testes. Para a regido em
azul, inicialmente foi utilizado o valor para condutividade de 20 u.m.c, enquanto para a regido
em vermelho o valor utilizado foi de 110 u.m.c

Uma corrente de 3 u.m.cr. e malhas de 25x25, 50x50 e 100x100 foram
empregadas para obter as solucdes. Para solucdo do sistema de equacdes
lineares, foi empregado o algoritmo iterativo de Gauss-Seidel, pois 0 algoritmo

iterativo SOR né&o convergiu.

A primeira das avaliagdes procurou testar a confiabilidade das aproxi-
macdes do potencial, produzidas por cada uma das solu¢gbes, em dominios
com distribuicdo de condutividade igual & exibida na Figura 12. Tendo em vista
esse objetivo, os resultados obtidos empregando as diferentes aproximacoes,
foram comparados a solucdo do problema direto para um dominio com distri-
buicdo de condutividade homogénea igual a 20 u.m.c.. Isso foi realizado medi-
ante o calculo do modulo da diferenca entre os potenciais elétricos calculados,
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para duas distribuicdes de condutividade, em cada um dos pontos da malha,
considerando todas as aproximacdes e tamanhos de matriz empregados. Es-
perava-se que a diferenca mais acentuada entre os valores de potencial, fosse
encontrada na regido onde as distribuicbes de condutividade sdo distintas, ou
seja, na regido de formato quadrado, representada pela cor vermelha e locali-
zada no centro da Figura 12.

Na avaliacdo seguinte, foram realizadas comparacdes entre diferentes
tamanhos de matriz®. Para realizar essa comparacao, gréficos de perfil do po-
tencial foram produzidos naquelas regides do contorno, onde estavam localiza-
dos os eletrodos de injecao de corrente. Os dados obtidos foram dispostos em
graficos do potencial em funcdo de x ou y para um par, X e y, especifico. Esse
teste, para um dominio com distribuicdo de condutividade heterogénea, tem
objetivo diferente daquele realizado em dominios com distribuicdo de conduti-
vidade homogénea. Em dominios com distribuicdo de condutividade homogé-
nea, o objetivo do teste foi observar a diferenca entre as distintas solucdes,
sendo que era conhecida a aproximacao de maior acuracia. Isso permitiu ob-
servar qual das aproximagdes variava menos com o aumento ou a diminuigao
da matriz empregada durante a solucao. No caso de dominios heterogéneos, o
objetivo do teste é observar o comportamento das solu¢cées em relacdo a apro-
ximacao que utiliza a equacédo (30). Essa avaliacéo, além de observar a varia-
cao das solugcbes em comparagcdo a uma aproximacao, permite ainda fazer a
averiguagédo da forma do potencial no contorno ao ser variada a condutividade,

para todas as aproximacoes avaliadas.

O ultimo teste procurou analisar a convergéncia de cada uma das apro-
ximagOes em relagdo a diferentes distribuicbes de condutividade. O principal
objetivo desse teste foi verificar se determinada aproximacédo numeérica conver-
gia, quando aplicada a dominios com variagbes abruptas de condutividade.
Para realizar essa avaliagdo, uma distribuicdo de condutividade com duas dis-
tintas regides, com o mesmo formato da distribuicdo apresentada na Figura 12,

foi utilizada. O valor da condutividade na regido em azul (Figura 12) foi fixado

® Esse teste também jé foi abordado na pagina 49 do presente trabalho, quando o mesmo foi aplicado para
avaliar as aproximagdes (11) e (12).
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em 1 u.m.c e, para a regido em vermelho, foram testados os valores de 10
u.m.c, 100 u.m.c, 1000 u.m.c e 10000 u.m.c. Para cada valor da condutividade
testada para regido em vermelho, foi verificado se a solucdo empregada con-

vergia.

Nas proximas paginas é exposta a segunda parte da metodologia, a qual
tem por objetivo apresentar a abordagem utilizada para solucionar o problema

inverso da TIE.
4.2 Problema Inverso

Para fazer a solugdo do problema inverso da TIE utilizando o método do
recozimento simulado, é necessario adapta-lo a esse problema. Antes de tudo,
no entanto, por ser um problema mal condicionado, é necessario adicionar in-
formacéo ao problema, a qual tem por objetivo torna-lo bem condicionado, pro-
cesso esse chamado de regularizacdo. No caso da TIE, geralmente é utilizado
o0 método de regularizacdo generalizada de Tikhonov (KIM ET AL. 2005), mais
detalhes sobre esse método podem ser obtidos no livro de HAYKIN, (1999) e
em TIKHONOV e ARSENIN, (1977). Neste trabalho, a regularizacdo do pro-
blema inverso foi realizada de maneira diferente daquela comumente apresen-
tada na literatura. No entanto, antes de explicar a regularizacéo utilizada, é ne-
cessario tecer alguns comentarios sobre problemas inversos e métodos de re-

gularizacéao.

Os problemas inversos sao formulados como problemas de otimizacéo
v~ . . 2 - ~
com restrigbes, matematicamente, min|A(u)- f|°, onde A(u) é a solugdo do
problema direto e f sdo dados medidos empiricamente. A regularizacido pode
ser realizada adicionando a fungéo a ser minimizada um operador, matemati-
. 2 2 - . ~
camente, min|A(u)— f||, + a|Q(u)f,, onde Q(u) é o operador de regularizagéo e

a é um numero real qualquer, chamado de parametro de regularizacao
(TIKHONOV & ARSENIN, 1977).

O operador de regularizacéo € o termo responsavel por garantir a suavi-

dade (regularidade) da solucédo, fazendo com que o problema se torne bem
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condicionado. Ele atua de modo a representar a irregularidade da solucéo,

ou seja, em uma dada iteracdo, mesmo se a diferenca entre a solugéo do pro-
blema direto e os dados empiricos diminuirem, a funcéo a ser minimizada pode
ter um acréscimo no seu valor, porque ocorre aumento na irregularidade da
solucéo nessa iteracdo. Assim sendo, considerando processos estocasticos de
minimizacdo, somente variagdes suaves para matriz de condutividade séo acei-

tas, garantindo a suavidade da solucdo procurada.

Por outro lado, quando é realizada a solucdo do problema inverso da
TIE sem empregar regularizagdo, utilizando o recozimento simulado, ao final do
processo, quando o algoritmo satisfaz o critério de parada, ndo é obtida uma
imagem de um dominio qualquer que se quer reconstruir, mas sim uma ima-
gem sem qualquer padrao reconhecivel. Isso acontece devido (como ja referi-
do) ao mau condicionamento do problema inverso e a técnica de ensaios alea-
térios empregada. Como o problema aceita diversas solu¢cbes e, sucessiva-

mente, a matriz de condutividade o, (M,N) é somada a uma matriz de nime-

ros aleatorios d(M,N) muito pouco regular, ao final do processo de reconstru-

cao, € obtida uma imagem bastante irregular sem qualquer similaridade com o

dominio avaliado. No entanto, isso pode ser contornado caso a matriz d(M, N)
passe por um processo de filtragem de baixas frequéncias antes de ser adicio-
nada a o,(M,N). Esse processo deixa a matriz d(M,N) mais suave e, por
consequéncia, deixa também o, (M,N) mais regular, fazendo com que nio

seja necessario utilizar o operador de regularizagéo.

Devido aos motivos expostos anteriormente, no algoritmo testado neste
trabalho, ap6s o processo de geracdo da matriz de numeros’ aleatérios
d(M,N), a matriz gerada passa por um processo de filtragem de baixas fre-
quéncias, através da utilizacdo de um filtro gaussiano com janela 3x3, dado

pela matriz G(i, j), exibida a seguir:

’ Olhar as paginas 35 e 36 desse trabalho.
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(42)

e
R
o

As Figuras 13 e 14 representam uma matriz de numeros aleatérios, ge-
rados em um intervalo entre -1 e 1, antes e depois da filtragem gaussiana, de-

monstrando a suavizagao da matriz d(M : N)8 apos esse processo.

J
!;‘ fF - e
X

Figura 13: Matriz de niUmeros ap0s do processo de filtragem de baixas frequéncias.

A regularizacdo pode ainda ser melhorada multiplicando a matriz

d(M,N), pela matriz de condutividade o, ,(M,N) na interagéo k. Intuitivamen-

te, parece ser logico pensar que em determinada iteracdo k, a matriz de condu-

® Para gerar a matriz de nimeros aleatérios foi utilizado o comando “rand(a,b)” e o comando
“sign(a,b)” do Matlab®. O primeiro gera uma matriz de tamanho axb, de nimeros aleatérios
entre zero e um. O segundo gera uma matriz aleatoéria com os nimeros 1 e -1. A multiplicagédo
das matrizes resulta em uma matriz de niUmeros aleatérios entre -1 e 1.
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tividade o,,(M,N) contenha informag&o do dominio final procurado. Isso

justifica a multiplicag&o dos elementos de o, ,(M,N) por d(M,N) e, como sera

mostrado nos resultados, na pratica esse procedimento melhora a velocidade e

a acuracia das reconstrucdes produzidas.

Modificando o algoritmo apresentado na pagina 36 para adicionar o pro-

cesso proposto para regularizacdo do problema inverso, este passa ter a se-

guinte estrutura (as partes sublinhadas séo aquelas adicionadas ao algoritmo

da pagina 36):

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Para uma determinada interacao, k, € necessario gerar uma matriz de nu-

meros aleat6rios d(M,N), com valores entre 0 e 1;

Todos os valores da matriz d(M,N)_passam por um processo de filtragem

de baixas frequéncias, utilizando um filtro gaussiano com janela 3x3, geran-

do uma nova matriz d(M,N);

Todos os valores da nova matriz d(M,N) sdo multiplicados por um namero

real, L, chamado de passo, gerando uma nova matriz dc(M, N);

Os valores da matriz o(M,N)_s&o multiplicados pelos valores M e N cor-

respondentes da matriz de condutividade &, ,(M,N), gerando uma nova

matriz dc(M,N);

E realizada a soma da matriz de condutividade atual o, ,(M,N), obtida na
interac&o k-1, pela nova matriz ds(M,N), gerando uma nova matriz condu-

tividade o, (M,N);

E resolvido o problema direto utilizando a nova matriz de condutividade
Oy (M ' N);

Calcula-se o valor de E(o, );
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8) E calculado o valor de Cy, definido pela equacdo C, =C,F(k), onde F(k)

€ uma funcao qualquer dependente de k;
9) Calcula-se o valor de P através da equacéao (31);
10)E gerado um nimero aleatério R entre 0 e 1;

11)Se E(o,) <E(o,,) ou R<P, é aceita a nova distribuigdo de condutividade
o,(M,N), sendo é mantida a matriz condutividade o, ,(M,N) e o processo

é repetido até esse satisfazer um critério de parada.

Quanto as medidas, estas foram consideradas como sendo as diferen-
cas de potencial (ddp) entre os eletrodos. Em relacédo aos padrbes de injecao,
tanto o padréo adjacente como o padrao diametral de injecédo de corrente foram

utilizados.

No padrédo diametral sdo obtidos oito conjuntos de medidas, um para
cada par de eletrodos de injecao de corrente, 0s quais sdo representados es-

guematicamente na Figura 15, esta é apresentada a seguir:

__HEE N

HEONN

Figura 14: Padrdo de injecdo de corrente diametral. Eletrodos com a mesma cor cor-
respondem a um determinado par de eletrodos onde € injetada corrente para determinado con-
junto de medidas. A figura possui eletrodos com oito diferentes cores, cada cor representa um
arranjo de injecéo de corrente.

Para o padrao adjacente sé@o obtidos doze conjuntos de medidas, repre-

sentados pela Figura 16 mostrada abaixo:
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ERENE

I
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Figura 15: Padrdo de injecao de corrente adjacente. Cada ndimero representa um ar-
ranjo de injecdo de corrente. As chaves, por sua vez, representam quais sdo os pares de ele-
trodos onde séo realizadas as inje¢cbes. Como € representado pela figura, para o padrdo adja-

cente sdo obtidos doze conjuntos de medidas.

Para cada padrao de injecao de corrente, tanto adjacente quanto diame-
tral, as medidas das ddp séo realizadas em eletrodos adjacentes. Assim sendo,
para cada padréo de injecdo séo obtidas 12 medidas independentes do poten-
cial no contorno. Isso significa que, utilizando o padrédo diametral de injecao séo
obtidas 96 medidas independentes do potencial, enquanto que para o padréao

adjacente sao obtidas 144 medidas independentes do potencial.

A solucao do problema inverso foi iniciada mediante a definicdo de dois
dominios com distribuicdo de condutividade heterogénea e com a solucao do
problema direito para uma quantidade n de padrbes de corrente injetadas nes-
ses dominios. As distribuicbes de condutividade empregadas possuem dois

diferentes valores, assim como mostram a Figura 17 e a Figura 18 a seguir:



58

Figura 16: Primeira distribuicdo de condutividade utilizada para solugéo do problema inverso, a
regido em vermelho possui condutividade igual a 110 u.m.c. e a regido de cor azul possui con-

dutividade igual a 20 u.m.c..

Figura 17: Segunda distribuicdo de condutividade utilizada para solugédo do problema inverso, a
regido em vermelho possui condutividade igual a 110 u.m.c. e a regido de cor azul possui con-

dutividade igual a 20 u.m.c..

A funcdo erro foi calculada por meio da equagao
2

o) L(PI)ZZ[ ()] , onde PI é o nimero de padrdes de corrente
=1 i=l

utilizados, L € o numero de ddp medidas no contorno, V sao as “medidas virtu-
ais” de ddp e U(O'k) sdo as ddp calculadas para determinada distribuicdo de

condutividade.
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Em relacdo ao primeiro teste, o padrdo de injecao de corrente diame-
tral foi utilizado, principalmente porque ele necessita menor quantidade de so-
lucbes do problema direto em comparacao ao padrédo adjacente. Inicialmente,
para distribuicAo de condutividade da Figura 17 e matriz de discretizacéo
25x25, o problema direto foi resolvido para os oito padrées de injecéo de cor-
rente. Os dados obtidos com a solugéo foram considerados como sendo 0s
valores de medidas, as quais neste trabalho serdo chamadas de medidas virtu-

ais.

A solucéo do problema inverso foi realizada de duas maneiras, uma utili-
zando o algoritmo apresentado na pagina 56 e outro utilizando o mesmo algo-
ritmo sem o item 4, ou seja, sem a multiplicagdo de um determinado valor (i,j)

da matriz d(M,N), por determinado valor (i,j) da matriz de condutividade

o,,(M,N), na interacéo k, parai e j variando de 1 a 25.

Posteriormente, o problema direto, para todos os padrdes de injecédo de
corrente diametral, foi resolvido para a distribuicdo de condutividade mostrada
na Figura 16. A partir dos dados obtidos com o problema direto, o problema
inverso foi novamente resolvido utilizando o algoritmo da pagina 56 e para este

sem o item 4.

Esses primeiros testes serviram tanto para mostrar a eficacia do método,

como também para testar a regularizacéao proposta pelo autor desse trabalho.

A comparacdo entre as solu¢ges considerou o numero de vezes que 0
problema direto foi resolvido, para cada uma das solugdes. Isso possui relacéo
com a velocidade para obter a solucdo e com a qualidade das solu¢des produ-
zidas. A qualidade, por sua vez, foi avaliada de forma qualitativa através da
comparacao visual das solu¢cdes em relacdo as distribuices de condutividade

das Figuras 17 e 18.

O algoritmo que apresentou os melhores resultados para as duas primei-
ras solugdes foi utilizado para o restante dos testes, enquanto o algoritmo de

pior resultado ndo mais foi utilizado.
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Nos primeiros testes o parametro de temperatura® para a primeira ite-
racdo (T,) empregado possui valor numérico nulo. O Recozimento simulado
assim se reduz ao algoritmo mais simples que utiliza ensaios aleatorios, des-
crito na pagina 35 deste trabalho. Por isso, o segundo teste buscou fazer a re-
construcdo dos dominios (Figuras 17 e 18) utilizando outros valores para o pa-

rametro de temperatura na primeira iteragdo. Além de T, =0, foram também
utilizados os valores de T, =100 e T, =1000 na primeira iteragéo. Por sua vez, a

cada interacdo k, o parametro de temperatura foi determinado pela equagéo

T, =0.92T, _,, onde T, é a temperatura na interacdo k e T, , & a temperatura na

interacdo anterior k-1. Em todas as solugdes foi utilizada matriz de discretiza-
céo 25x25 e os dados da solugdo foram comparados da mesma maneira como

foi realizado no teste anterior.

A ultima avaliacdo buscou testar todos os padrées de injecdo de corren-
te, objetivando definir qual deles apresenta melhor resultado para a solucdo do
problema inverso e/ou se os dois se equivalem. Para os dominios das Figuras
17 e 18, utilizando matriz de discretizacdo 25x25 e considerando a temperatura

na primeira iteragéo igual a zero (T, =0), o problema inverso foi resolvido utili-

zando o padréao adjacente de injecéo de corrente e o resultado foi comparado
qualitativamente aos dados obtidos para o mesmo valor para temperatura na
primeira iteracdo e tamanho de matriz, alcancados por meio do emprego do

padrédo diametral de injecdo de corrente.

No proximo capitulo sdo apresentados os resultados obtidos para todos

os testes realizados durante o desenvolvimento do presente trabalho.

° Quando for mencionada a palavra “temperatura” neste trabalho, essa ndo corresponde a grandeza
fisica definida pela termodinamica. Por sua vez, o termo temperatura, no método do recozimento simu-
lado, refere-se ao parametro que define a probabilidade de determinada variagdo da matriz de conduti-
vidade, em determinada iteracao, ser aceita, mesmo que essa variacdo aumente o valor da fungdo a ser
minimizada
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5. RESULTADOS

Assim como foi feito na descricdo da metodologia, os resultados obtidos
durante o decorrer do presente trabalho foram apresentados em duas partes.
Na primeira, os resultados alcancados para a solu¢cédo do problema direto foram
expostos e discutidos de modo a tratar as possiveis virtudes e limitacdes das
aproximacdes numéricas propostas. Na segunda, sdo apresentados e discuti-
dos os resultados da aplicacdo dos algoritmos de otimizacdo, com a finalidade
de apresentar suas potencialidades e limitacées, quando utilizados para a solu-

céo do problema inverso da TIE.
5.1 Problema Direto

Como j4 mencionado, os resultados obtidos através da utilizacdo das
aproximacdes numéricas para solucdo dos PVCs foram dispostos em graficos
bidimensionais, onde cada cor presente no gréafico representa o valor numérico
da variavel de interesse em determinado ponto do dominio analisado. Para os
PVCs tratados, trés diferentes tamanhos de malhas foram utilizados e, para
cada tamanho de matriz, foram construidos trés diferentes gréaficos, um repre-
sentando os dados da solugdo numérica, outro representando os dados da so-
lucdo analitica e o terceiro representando os dados do erro relativo da solucao
numérica em comparacao a solugédo analitica, para todos os pontos de discreti-
zagdo do dominio analisado. A seguir, sdo apresentados os graficos da solu-
¢do numeérica, da solugéo analitica e do erro relativo entre as solugbes para o
PVC1, para os dois diferentes tamanhos de esténceis utilizados na discretiza-
¢céo do laplaciano, cinco e nove pontos, considerando uma matriz de 25 x 25 e

utilizando o método SOR com 1000 iteracdes.
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Figura 18: Solucdo analitica para o PVC1, apresentada em uma malha 25 x 25 pontos.
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Figura 19: Solugdo numérica para o PVCL1, calculada em uma matriz 25 x 25. A) Solugéo utili-
zando o esténcil de cinco pontos; B) solucéo utilizando o esténcil de nove pontos.
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Figura 20: Erro relativo percentual calculado em cada ponto da matriz 25x25, utilizando as so-
lugbes numérica e analitica do PVCL1. A) Erro para a solugao utilizando o esténcil de cinco pon-
tos; B) erro para solucao utilizando o esténcil de nove pontos.

Os resultados obtidos para solugédo do PVC1 com matriz 25x25 mostram
uma pequena diferenca do erro relativo calculado a partir das diferentes apro-
ximacgfGes. No entanto, elas apresentaram 6timos resultados, como pode ser
observado na Figura 21, onde erro relativo maximo para cada uma delas ficou

em torno de 10712 9.

Ainda foram produzidos gréaficos semelhantes utilizando tamanhos de
matriz 50x50 e 100x100. Os resultados foram semelhantes aos obtidos para
matriz 25x25.

Diferentemente dos resultados apresentados pelo PVC1, os resultados
alcancados para o PVC2 apresentaram grande discrepancia entre os diferentes
esquemas de diferencas finitas e entre as diferentes matrizes de discretizacéo.
Isso pode ser observado nas figuras exibidas a seguir, as quais apresentam os
graficos da solucdo numeérica, da solugcéo analitica e do erro relativo entre as
solugdes, para as malhas de discretizagcdo 25x25, 50x50 e 100x100 utilizando o

método de SOR para solucao do sistema linear com 10000 iteracdes.
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Figura 22: Solucdo analitica para o PVC2, calculada em uma matriz 25 x 25. A) Solugéo utili-
zando o esténcil de cinco pontos; B) Solugdo utilizando o esténcil de nove pontos.
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Figura 23: Erro relativo percentual calculado em cada ponto da matriz 25x25, utilizando as so-

lugBes numérica e analitica do PVC2. A) Erro da solu¢do numérica utilizando a aproximacao

com esténcil de cinco pontos; B) Erro da solugao numérica utilizando a aproximacao com es-
téncil de nove pontos.
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Figura 24: Solucao analitica para o PVC2, apresentada em uma matriz 50 x 50.
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Figura 25: Solugdo numérica para o PVC2, calculada em uma matriz 50 x 50. A) Solugéo utili-
zando o esténcil de cinco pontos; B) solucéo utilizando o esténcil de nove pontos.
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Figura 26: Erro relativo percentual calculado em cada ponto da matriz 50x50, utilizando as
solugdes numérica e analitica do PVC2. A) Erro da solugdo numérica utilizando a aproximacgéo
com esténcil de cinco pontos; B) erro da solu¢do numérica utilizando a aproximac¢ao com es-
téncil de nove pontos.
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X
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Figura 28: Solugdo numérica para o PVC2, calculada em uma matriz 100 x 100. A) Solugéo
utilizando o esténcil de cinco pontos; B) solugdo utilizando o esténcil de nove pontos.

Figura 29: Erro relativo percentual calculado em cada ponto da matriz 100x100, utilizando as
solugdes numérica e analitica do PVC2. A) Erro da solugcao numérica utilizando a aproximacéo
com esténcil de cinco pontos; B) Erro da solugdo numérica utilizando a aproximacgao com es-
téncil de nove pontos.
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Diferentemente do comportamento apresentado pelo PVC1, o erro re-
lativo diminuiu com o aumento da matriz de discretizacdo para o PVC2. Isso
pode ser observado ao ser comparado o erro maximo apresentado na Figura
24, ao erro maximo da Figura 27 e da Figura 30, para as duas soluc¢des produ-
zidas. Quanto as diferentes solugfes, aquelas produzidas utilizando o esténcil
de nove pontos (equacdo 12) conjuntamente as aproximacdes da Tabela 2,
como esperado, apresentaram resultados superiores em relacéo a acuracia, se
comparados aos dados obtidos por meio do emprego da aproximacdo (11) em
conjunto com as discretizacdes para o contorno da Tabela 1. Ainda em relag&o
a acuracia dos valores obtidos, é interessante observar que o erro apresentado
utilizando o esténcil de nove pontos, foi em média cerca de 10* vezes menor
em comparacao ao erro obtido utilizando o esténcil de cinco pontos. Essa cons-
tatacdo é ainda mais relevante se for considerado o custo computacional, o
qual ndo apresentou qualitativamente diferenca significativa entre as duas

aproximacdes numericas.

Para a solugéo do problema direto em um dominio com distribuicdo de
condutividade homogénea, foram obtidos os seguintes resultados, exibidos na
Figura 31:

Esténcil de cinco pontos

o7, 1

H H iy :
© 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 % o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 © 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

o 1 * Em

{ i H s
% 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 % % 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X X

Figura 30: Solucdo do problema direto, utilizando o padrédo adjacente de injecdo de correntes,
utilizando o esténcil de cinco e nove pontos, para as matrizes 25x25, 50x50 e 100x100. As
regides em azul e em vermelho nos gréaficos séo as regides onde estdo localizados os eletro-
dos de injecdo de corrente.
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A Figura 31 apresenta a solucdo do problema direto para um dominio
com distribuicdo de condutividade constante igual 20 u.m.c. Esperava-se um
comportamento do potencial semelhante aquele apresentado pelo potencial de
um dipolo elétrico. Essa expectativa foi confirmada pelos dados, para as duas
aproximacgoes.

Apenas utilizando os gréaficos do potencial elétrico u em funcédo de x e y,
é dificil avaliar as diferencas dos resultados obtidos para duas as solu¢des nu-
méricas e diferentes tamanhos de matriz. Por isso, na regido dos eletrodos,
regido de maior gradiente de potencial, foram tracados gréaficos de u em fungéo
de x com y=0,00 (u.m.cp). Os gréaficos do perfil do potencial, exibidos a seguir
na Figura 32, representam os dados obtidos para solu¢gdes do problema direto

apresentadas na Figura 31.

15

[— Solugédo 25x25 - Solugéo 25x25
Solugao 50x50 Solugao 50x50
solugéo 100x100 || ; solugéo 100x100 ||

05¢ \ . 05l

05f \ / | 05} /
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 08 1

Figura 31: Graficos do perfil do potencial tragcado na regido onde estdo posicionados os eletro-
dos de injecéo, para a matriz 25x25, 50x50 e 100x100. A) Gréfico tracado utilizando a aproxi-
macéo (12); B) gréfico tragcado utilizando a aproximacao (11).

Os graficos da Figura 32 representam a solu¢éo do problema direto para
todos os tamanhos de matriz e, de forma individual, aproximacgdes (esténcil de
cinco e de nove pontos) testadas, na regiao dos eletrodos de injecdo de corren-
te. Nessa regido, como o potencial varia de forma mais intensa, supostamente
seria mais facilmente observavel a diferenca entre os potenciais calculados
utilizando diferentes tamanhos de matriz. Como a expressao (12) € mais preci-
sa, quando comparada a expressao (11), era esperado que ela apresentasse
menor variacao entre as curvas tracadas. Observando a Figura 30, o grafico A
€ aquele aonde ha maior discrepancia entre as curvas do potencial. Como ele

foi tracado utilizando os dados da solu¢éo numérica do problema direto, obtidos
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por meio do emprego da expresséao (11), a expectativa em relacao aos resul-
tados desse teste se confirmou.

A seguir, sdo apresentados os resultados da solucédo do problema direto
para uma distribuicdo de condutividade heterogénea, utilizando as aproxima-
¢cOes (31), (32) e (36):
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Figura 32: Solucéo numérica do problema direto utilizando matrizes 25x25, 50x50 e
100x100, para as aproximagdes (29), (30) e (34). As regides em azul e em vermelho nos grafi-
cos sdo as regifes onde estéo localizados os eletrodos de inje¢do de corrente.

A distribuicdo de condutividade, sobre a qual as solugcbes apresentadas
na Figura 33 foram produzidas, é aquela representada na Figura 12. Quanto as
aproximagoOes, as equagOes testadas apresentaram bons resultados para essa
distribuicdo de condutividade. No entanto, para melhor fazer a avaliacdo das
aproximagoes, graficos do perfil do potencial em y=0,00 (u.m.cp) foram traca-

dos. Para esses graficos era esperado que a equacado (34), caso pudesse
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aproximar o potencial em um dominio com distribuicdo de condutividade he-
terogénea, apresentaria resultados similares aos resultados obtidos por meio
do emprego da aproximacéo (30). No entanto, as solucdes produzidas através
do emprego da aproximacao (34) para diferentes tamanhos de matriz, deveri-
am apresentar menor diferenga entre si, como foi observado nos graficos do
perfil do potencial para uma distribuicdo de condutividade homogénea. Quanto
a aproximacao (29), como ela possui acuracia semelhante a equacéo (30), os
resultados obtidos através do seu emprego, deveriam ser idénticos ou muitos
proximos aos resultados apresentados por (30).

Os gréficos do perfil do potencial, para cada uma das aproximacdes

abordadas, sdo apresentados na Figura 34 a seguir:
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Figura 33: Graficos do perfil do potencial tragcado na regido onde estdo posicionados os eletro-

dos de injecéo, para a matriz 25x25, 50x50 e 100x100. A) Gréfico tracado utilizando a aproxi-

macao (29); B) gréfico tracado utilizando a aproximacao (30); grafico tracado utilizando a apro-
ximacéo (34).
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Considerando os gréaficos B e C dispostos na Figura 34, estes apre-
sentaram diferencas entre as curvas tracadas e entre si, analogas as diferen-
cas observadas nos graficos dispostos na Figura 34. Isso indica que a aproxi-
macao (34) pode ser aplicada para dominios com distribuicdo de condutividade
heterogénea. Quanto a equacgéo (29), como esperado, os resultados obtidos
para essa distribuicdo de condutividade s&o equivalentes aos resultados obti-

dos utilizando-se (30).

Outro aspecto importante a ser pensado sobre as solucdes, diz respeito
a perturbacao no formato da distribuicdo do potencial calculado em Q, devido a
variacdo da condutividade no meio. Por isso, neste trabalho, as solugdes para
um dominio com distribuicdo de condutividade homogénea, apresentadas na
Figura 31, foram comparadas as correspondentes solu¢des produzidas em um
dominio com distribuicdo de condutividade heterogénea (Figura 12), apresen-
tada na Figura 33, através do calculo do modulo da diferenca entre as solu-
¢cbes. A seguir, na Figura 35, sdo apresentados todos os resultados obtidos

nessa avaliagao:
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Aproximacoes (29) e (11)
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Figura 34: Comparacéo entre as solu¢cdes numéricas para um dominio com distribuicdo de
condutividade homogénea igual 20 u.m.c. e outro com distribuicdo de condutividade heterogé-
nea igual a da Figura 12, para todos os tamanhos de matriz.

Na Figura 35 pode ser observado que a maior diferenga encontrada en-
tre as solucbes, foi justamente na interface entre as regibes com diferentes
condutividades, da distribuicdo representada na Figura 12. Isso indica que as
aproximacdes empregadas para a solucdo do problema direto da TIE, repre-
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sentam aparentemente de modo adequado a distribuicdo do potencial para

um dominio com condutividade variavel.

Os testes de convergéncia mostraram que a equacao (29) nao converge
qguando aplicada a dominios com grandes gradientes de condutividade. Das
distribuicdes de condutividade testadas (ver pag. 51), apenas para aquela com
menor variagcao de condutividade essa aproximacdo convergiu. Por sua vez, as
aproximacoes (30) e (34) convergiram para todas as distribuicdes de condutivi-

dade avaliadas.

Quanto ao tempo computacional, ndo foram realizados procedimentos
especificos para analisa-lo. No entanto, através da utilizacdo de um computa-
dor com 2 gigabytes de meméria RAM, processador Intel2 modelo Core 2 Duo
e, considerando o método iterativo de Gauss-Seidel, para matrizes 25x25, as
solugdes numéricas foram obtidas em poucos segundos, possivelmente 3 ou 4
segundos. Em relacdo as matrizes maiores, como 50x50 e 100x100, o tempo
necessario para obtencdo das solucdes (obviamente) foi maior. Por exemplo,
considerando matrizes 50x50, as solugdes foram obtidas em cerca de 30 ou 40
segundos, enquanto para matrizes 100x100, de 3 a 4 minutos foram necessa-
rios para a visualizacdo da solucdo numérica. Quanto as solucdes produzidas
utilizando o método de sobre-relaxacdo sucessiva, para todos os tamanhos de
matriz empregados, as solucfes foram obtidas em poucos segundos, no maxi-

mo 10 segundos para matrizes 100x100.

5.2 Problema lnverso

Nas primeiras reconstrucdes realizadas neste trabalho, os resultados ob-
tidos utilizando a regularizagdo do problema inverso, mediante a multiplicacao

de um valor especifico i,j da matriz d(M , N) por outro valor especifico i,j da ma-
triz de condutividade o, ,(M,N) (regularizagéo 1), foram testados. Neste teste,

os resultados alcancados por dois diferentes algoritmos, um com o processo de

multiplicacéo e o outro sem este passo (regularizagéo 2), foram comparados.

Os dados para realizar a reconstrucao, para todos os padrdes de injecéo
de corrente diametral, foram obtidos mediante a solugdo do problema direto,
para as distribuicbes de condutividade representadas nas Figuras 15 e 16.
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Como critério de parada foi utilizado quatro diferentes valores para a fungéo
erro, 5x10°, 1x10°, 5x10° e 2x10° unidades de medidas de potencial ao qua-
drado (u.m.p)2. A seguir, na Figura 36, sdo apresentados os resultados desse

teste para a distribuicdo de condutividade da Figura 15:

5x10° il

i A :

: ). |

B )m |

B )ﬂ |
A B

Figura 35: Comparacéo entre as solu¢des do problema inverso para um dominio com distribui-
¢ao de condutividade igual a da Figura 15. A) regularizacéo do problema inverso mediante a
aplicacédo do filtro gaussiano e a multiplicacdo da matriz ao-(M , N) pela matriz de condutividade

o, .(M,N); B) regularizagéo do problema inverso somente através da aplicagéo do filtro gaus-
siano.
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Os resultados apresentados na Figura 36 indicam que os algoritmos
desenvolvidos podem produzir a solucao do problema inverso da TIE. Todavia,
a regularizacédo 1, numa avaliacdo qualitativa, mostrou-se mais eficaz em com-
paracdo a regularizacdo 2. Nessa avaliacdo, foram observadas caracteristicas
como homogeneidade, forma, tamanho e localizacdo das diferentes regides do
dominio analisado. No caso da homogeneidade, ela esté relacionada a regula-
rizacdo e pode ser definida como a constancia dos valores de condutividade
nas distintas regiées do dominio. Em relacdo a forma, ao tamanho e a localiza-
cdo, estas sao propriedades geométricas ligadas a qualidade das reconstru-
coOes.

Uma analise mais acurada das propriedades referidas no paragrafo an-
terior pode ser realizada fazendo-se a comparacéo das reconstrucdes, conside-
rando o menor critério de parada empregado (2x10° (u.m.p)2) , com o dominio
avaliado. Na Figura 37, apresentada a seguir, estdo dispostas lado a lado, as
figuras do dominio e das reconstrucdes, de modo a favorecer a comparacao

visual de cada uma delas.

A B C

Figura 36: Solugdes obtidas para duas diferentes regularizag6es com critério de parada de
2x10° (u.m.p)? e representacao da distribuicdo de condutividade do dominio reconstruido. A)
reconstrucgdo utilizando a regularizagao 1; B) distribuicdo de condutividade do dominio; C) re-

construcédo utilizando a regularizacéo 2.

Na Figura 37A, onde é apresentada a reconstrucao realizada utilizando a
regularizacdo 1, Nota-se uma maior homogeneidade comparada a reconstru-
cao apresentada na Figura 37C, realizada com o emprego da regularizacéo 2.

Isso pode ser mais bem observado na regido azul das figuras analisadas, onde
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a Figura 37A é aparentemente muito mais homogénea. Em relagédo ao tama-

nho das regides, claramente a reconstrucao representada na Figura 37A repro-
duziu a dimensao das regides mais precisamente do que a reconstrucao repre-
sentada na Figura 37C. Quanto a posicdo e a forma do contorno das regides,
qualitativamente ndo foram observadas diferencas entre as reconstrucdes rea-

lizadas.

A seguir, na Figura 38, sdo apresentados os resultados obtidos para o

dominio representado pela Figura 16:



1

1x10°

2x10°®

Figura 37: Comparagéo entre as solu¢des do problema inverso para um dominio com distribui-
¢éo de condutividade igual a da Figura 16. A) regularizacdo do problema inverso mediante a
aplicacdo do filtro gaussiano e a multiplicacdo da matriz ao-(M , N) pela matriz de condutividade

aH(M , N); B) regularizacdo do problema inverso somente através da aplicacao do filtro gaus-
siano

Para o dominio representado pela Figura 16, as reconstrucdes realiza-

das apresentaram qualitativamente resultados inferiores aquelas realizadas
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para o dominio representado pela Figura 15. Quanto as regularizactes, a
regularizacdo 1 apresentou resultados aparentemente equivalentes aos resul-
tados apresentados pela regularizacdo 2, como pode ser melhor observado na

Figura 39, apresentada a seguir:

A B C

Figura 38: Solucbes obtidas para duas diferentes regularizacdes com critério de parada de
2x10°® (u.m.p)? e representagdo da distribuicdo de condutividade do dominio reconstruido. A)
reconstrucdo utilizando a regularizagédo 1; B) distribuicdo de condutividade do dominio; C) re-
construcdo utilizando a regularizacéo 2.

Visualmente, a Figura 39A se mostra mais homogénea em comparacao
a Figura 39C, indicando que a regularizacdo 1, com relacdo a homogeneidade,
produz reconstru¢cdes melhores em comparacdo a regularizagdo 2. Quanto a
dimensdo ou tamanho das regides do dominio, aparentemente a Figura 39C
reproduziu de forma mais acurada essa propriedade, apesar desta ser dificil de
ser analisada qualitativamente para as reconstru¢des da Figura 39, tendo em
vista que nenhuma das reconstru¢cdes conseguiu aproximar de forma satisfat6-
ria a forma das diferentes regiées do dominio. Como nenhuma das reconstru-
¢Oes conseguiu representar, nem de forma aproximada, o formato das diferen-
tes regibes do dominio, em relacdo a essa propriedade, as reconstrucdes fo-

ram consideradas equivalentes.

Outro aspecto importante a ser considerado em relacdo ao problema in-
verso, esta relacionado a quantidade de solu¢des do problema direto necesséa-
rias para resolvé-lo. Nesse caso, de forma equivalente, pode ser considerado o
namero de iteracbes necessarias para satisfazer o critério de parada do algo-

ritmo. Considerando o menor valor da funcdo erro utilizado como critério de



79

parada, para produzir as solucdes apresentadas na Figura 38 (2x10°

(u.m.p)?), solucbes essas apresentadas na Figura 39, para a regularizacéo 1, o
critério de parada foi satisfeito com 423 906 iteracdes enquanto que para a re-
gularizacédo 2 foram necessarios 1 298 730 iteracOes para satisfazer o critério
de parada. Além de ser mais precisa, esses resultados mostram que computa-
cionalmente a regularizacdo 1 é consideravelmente menos dispendiosa em

relacdo a regularizacao 2

Utilizando a regularizacdo 1 e os mesmos critérios de parada, foram tes-
tados diferentes valores para a temperatura na primeira iteragéo T,. Para as
reconstrucdes das Figuras 36 e 38 foi empregado o valor de T, =0, para as

reconstrucdes expostas a seguir, nas Figuras 40 e 41, os valores de “tempera-

tura” utilizados foram de T, =100e T, =1000. Estas figuras sédo apresentadas a

seqguir.
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Figura 39: Comparac¢édo entre as solu¢des do problema inverso para um dominio com distribui-
cdo de condutividade igual a da Figura 15. A) Utilizando T, =100; B) utilizando T, =1000.
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5x10°®

2x10°®

Figura 40: Comparagéo entre as solu¢des do problema inverso para um dominio com distribui-
cdo de condutividade igual a da Figura 16. A) Utilizando T, =100; B) utilizando T, =1000.

Qualitativamente, para os dominios das Figuras 15 e 16, as solucdes uti-

lizando T, =100 e T, =100 ndo apresentaram acentuadas diferencas entre si.

Além disso, visualmente, comparando as trés solucdes produzidas (conside-
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rando também as solugbBes apresentadas nas Figuras 36A e 38A) nédo foi

observado melhora ou piora na qualidade das reconstrucdes, produzidas utili-
zando diferentes valores para o parametro T,. Para melhor comparar cada uma
das solugbes, no entanto, como ja realizado para as primeiras reconstrucées,
elas foram dispostas lado a lado, organizadas de modo a melhor observar suas

caracteristicas, na Figura 42 apresentada a seguir:

D

Figura 41: Solucdes obtidas para o dominio da Figura 15, utilizando trés diferentes valores
para T com critério de parada de 2x10® (u.m.p)? e representacdo da distribuicdo de condutivi-

dade do dominio reconstruido. A) reconstrucdo utilizando T, =0; B) reconstrugéo utilizando
T, =100; C) reconstrugéo utilizando T, =1000; D) distribuicdo de condutividade do dominio.
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D

Figura 42: Solucdes obtidas para o dominio da Figura 16, utilizando trés diferentes valores
para T com critério de parada de 2x10° (u.m.p)? e representacdo da distribuicdo de condutivi-

dade do dominio reconstruido. A) reconstrugdo utilizando T, =0; B) reconstrugéo utilizando
T, =100; C) reconstrugo utilizando T, =1000; D) distribui¢&o de condutividade do dominio.

Visualmente, os diferentes valores para T,, empregados durante as dis-

tintas solugcbes do problema inverso realizadas, como ja referido, ndo apresen-
taram acentuadas diferengas entre si. Quanto a homogeneidade, aparentemen-

te, as solugbes produzidas utilizando T, =0 apresentaram pequeno ganho em
relacdo as solugbes produzidas utilizando T, =100 e T, =1000, sendo que as
reconstrucdes com T, =1000 mostraram-se levemente mais homogéneas se
comparadas as reconstru¢des obtidas com T, =100. Em relagédo a forma das
reconstrugoes, visualmente as reconstru¢cdes com T, =100 representaram com

mais acuracia o formato das regides em comparacdo as reconstru¢cdes com

T, =1000 e T, =0, principalmente para a solugéo da Figura 15. Quanto a posi-

cdo e ao tamanho das diferentes regies do dominio, as reconstru¢cdes repre-
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sentaram de forma equivalente essas duas propriedades. Em relagcdo ao
custo computacional, o aumento do parametro T, aumentou o nimero de itera-
cOes necessarias para satisfazer o critério de parada. Considerando o dominio
da Figura 16, as reconstru¢ées com T, =0, como ja referido, satisfizeram o cri-
tério de parada com 423 906 iteracdes. Para T, =1000, foram necessarias
476021 iteracbes para satisfazer o critério de parada, enquanto que para
T, =1000 foram necessarios 538995 iteragfes para satisfazer este mesmo cri-
tério.

Também foram realizados testes para o padrdo adjacente de injecdo de
corrente. Para esses testes, foram reconstruidos os dominios representados
nas Figuras 15 e 16, utilizando os mesmos critérios de parada das simulacdes
anteriores e o valor de T, =0 para o valor do parametro de temperatura na pri-

meira iteracdo. Todas as reconstrucdes realizadas sado apresentadas a seguir,

organizadas na Figura 44.
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Figura 43: solugbes do problema inverso utilizando o padrdo adjacente de injecdo de corrente.
A) Para um dominio com distribuicdo de condutividade igual a da Figura 15. B) Para um domi-
nio com distribuicdo de condutividade igual a da Figura 16.
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As reconstrucdes utilizando o padrao adjacente de injecdo de corren-
te, em comparacdo ao padrdo diametral, mostraram-se mais acuradas. Isso
pode ser mais bem observado ao serem postas lado a lado, as reconstrucdes
para os diferentes padrbes de injecdo empregados. Considerando os dominios
representados nas Figuras 15 e 16, os resultados das reconstru¢des para dife-
rentes padrbes de injecdo de corrente, para o critério de parada de 2x10°
(u.m.p)?, foram organizados nas Figura 45 e 46, expostas a seguir, conjunta-

mente com a representacao das distribuicbes de condutividade dos dominios

reconstruidos.

A B C

Figura 44: SolucBes obtidas para dois diferentes padrdes de inje¢do de corrente, com critério
de parada de 2x10° (u.m.p) 2, e representacao da distribuicdo de condutividade do dominio
(Figura 15). A) reconstrucéo utilizando o padrédo diametral de injecdo de corrente; B) distribui-
¢ao de condutividade do dominio; C) reconstrucao utilizando o padrdo adjacente

.

A B C

Figura 45: SolucGes obtidas para dois diferentes padrdes de injecdo de corrente, com critério
de parada de 2x10° (u.m.p) 2, e representacdo da distribuicdo de condutividade do dominio
reconstruido (Figura 16). A) reconstrucdo utilizando o padrao diametral de injecéo de corrente;
B) distribuicdo de condutividade do dominio; C) reconstrucao utilizando.o padréo adjacente
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Em relacdo & homogeneidade, ao formato e ao tamanho das duas di-
ferentes regides dos dominios reconstruidos, como pode ser observado nas
Figuras 45 e 46, o padrao adjacente de injecdo de corrente, numa analise qua-
litativa, apresentou resultados consideravelmente superiores para a solucao do
problema inverso da TIE, quando comparado ao padrdo diametral de injecéo
de corrente. Isso, possivelmente, ocorre devido ao maior nimero de medidas
independentes obtidas utilizando o padrdo adjacente em relacdo ao padrdo
diametral. Por outro lado, para satisfazer o critério de parada, considerando as
reconstru¢des do dominio com distribuicdo de condutividade representada na
Figura 16, foram necessarias 6 532 451 iteracdes para satisfazer o critério de
parada utilizando o padrdo adjacente, cerca de 15 vezes mais iteracdes em
comparacao as reconstrucdes utilizando o padrdo diametral. Além disso, para
cada iteracdo, sdo necessérias 4 solucdes do problema direto a mais para o
padrao adjacente em relacdo ao padrdo diametral. Isso mostra que o padréo
adjacente € muito mais preciso e, ao mesmo tempo, dispendioso do ponto de

vista computacional, em comparacéo ao padrao diametral.
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6. CONCLUSAO

Neste trabalho, o problema de reconstru¢cdo de imagens de Tomografia
de Impedancia Elétrica foi estudado numericamente. Esse estudo foi realizado
de forma separada, em duas partes. Na primeira, o problema direto da TIE foi
abordado e, na segunda, o problema inverso. Os dois problemas estao intima-
mente relacionados, porque para a solucdo do problema inverso, geralmente é
necessario resolver o problema direto diversas vezes. Sendo assim, a solucao
do problema direto deve possuir duas caracteristicas essenciais: precisdo e

velocidade.

A preciséo das solucdes do problema direto esté relacionada ao aumen-
to também na preciséo das solu¢des do problema inverso, ao passo que a ve-
locidade pode estar ligada tanto a precisdo quanto a velocidade para obtencéo
das reconstrucdes. Necessitando avaliar estas caracteristicas, o estudo do
problema direto da TIE, neste trabalho, iniciou pela abordagem de problemas
numéricos semelhantes, os quais envolvem a discretizacdo da equacédo de La-
place com CCs de Neumann e/ou de Dirichlet. A solu¢éo desses PVCs permitiu
a comparacdo de duas aproximacdes numéricas, através da utilizacao de pa-
rametros como exatidao e velocidade de convergéncia. Uma das aproximacdes
utilizou os esquemas por diferencas finitas apresentados na Tabela 2, conjun-
tamente a um esquema com esténcil de nove pontos para o laplaciano, repre-
sentado pela equacao (12). A outra aproximagdo empregou em conjunto, 0s
esquemas expostos na Tabela 1 e um esquema para o Laplaciano com esténcil

de cinco pontos, representado pela equacao (11).

O calculo do erro relativo entre a solugéao analitica e a numérica, das so-
lucbes dos PVCs, permitiu avaliar a acuracia das aproximac¢des numéricas. Os
resultados mostraram que o conjunto formado pelo esquema de nove pontos

para o laplaciano com as aproximag¢fes da Tabela 2, € muito mais acurado se
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comparados ao outro esquema por diferencas finitas utilizado, para PVCs
com CCs de Neumann. Em relacao a velocidade para obtengéo das solugdes,

os dois esquemas mostraram-se equivalentes.

Utilizando as mesmas aproximacdes por diferencas finitas, o problema
direto da TIE foi solucionado para dominios com distribuicdo de condutividade
homogénea. O comportamento das solucdes foi avaliado através da compara-
cdo visual entre elas e, principalmente, através da comparacdo do comporta-
mento do potencial calculado para cada aproximacdo no contorno, especifica-
mente na regido dos eletrodos de injecdo, para todos os tamanhos de matriz
utilizados. Esta avaliacdo, posteriormente, serviu para avaliar as aproximacdes

propostas para dominio com distribuicdo de condutividade heterogénea.

O problema direto da TIE envolve a solu¢cdo da equacao (1), com as
CCs representadas pela expressao (4). Para solucdo dessa equacéo, foram
utilizadas trés diferentes aproximacdes por diferencas finitas, duas com esténcil
de cinco pontos e uma com esténcil de nove pontos. Das aproximac¢des de cin-
co pontos, uma delas foi extraida da literatura (equacéo (30)) e a outra foi de-
duzida pelo autor (equacao (29)). Quanto a aproximacdo de nove pontos
(equacado (34)), esta foi proposta pelo autor, utilizando a equacao (12) e a
equacao (33). As solucdes foram obtidas utilizando as aproximacdes (29) e
(30) (separadamente) em conjunto com as aproximacdes da Tabela 1 e a

equacao (34) em conjunto com as aproximacdes da Tabela 2.

Dos esquemas por diferengas finitas testados, a aproximagao (29) foi
aquela com resultados menos promissores. Em relacdo a preciséo, ela é equi-
valente & aproximacao (30), por outro lado, apresentou diversos problemas de

convergéncia, diferentemente das outras duas aproximacoes.

A aproximacao (30) exibiu bons resultados em relacdo a convergéncia,
convergindo para todas as distribuicdes de condutividade testadas. No entanto,
considerando os resultados obtidos para os PVCs e para dominios com distri-
buicdo de condutividade homogénea, ela € aparentemente menos precisa em

comparacao ao esquema que utiliza a equacao (34).
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Os dados obtidos permitem concluir que, utilizando uma das aproxi-
macdes proposta pelo autor, a aproximacgdo (34), € possivel resolver o proble-
ma direto com malhas menores mantendo ou melhorando a precisao e a velo-
cidade de convergéncia das solu¢cdes, quando estas solu¢cbes sdo comparadas
as solucgdes produzidas, empregando as demais equacdes testadas neste tra-
balho. Sendo assim, a equacéo (34) € a mais indicada para aproximar a solu-

céo do problema direto da TIE, em malhas retangulares, utilizando o MDF.

Quanto ao problema inverso, para sua solucao, foi utilizado o método do
recozimento simulado. Este € um método numérico de ensaios aleatorios, de-
senvolvido a partir de uma analogia com 0 processo de recozimento térmico
dos solidos. Este método foi escolhido e utilizado para obter a solu¢éo do pro-
blema inverso, porque ndo necessita de boas aproximacdes iniciais para atingir

minimos globais.

Além de um método de minimizagéo, para chegar a solucdo do proble-
ma inverso da TIE, também é necessario adicionar informacao extra ao pro-
blema, processo esse chamado de regularizacéo. Neste trabalho, duas diferen-
tes etapas foram propostas para fazer a regularizacdo do problema inverso. Na
primeira, a matriz de nameros aleatorios passa por um processo de filtragem
de baixas frequéncias, por meio da utilizacdo de um filtro gaussiano. Na se-
gunda, cada termo da matriz de nimeros aleatérios, apés a filtragem, é multi-
plicado pelos termos correspondentes da matriz de condutividade na iterag&o

anterior.

A avaliacdo das solugdes do problema inverso foi realizada por meio de
uma analise qualitativa (visual) de parametros relacionados a qualidade das
reconstrugdes, como homogeneidade, forma e posicado das diferentes regidoes
dos dominios reconstruidos. Quanto ao tempo necessario para satisfazer o cri-
tério de parada, ele foi obtido através do numero de iteracdes necessarias para

produzir a solugao.

Basicamente, foram realizados testes para avaliar a variagdo na quali-
dade e no tempo necessério para obter as reconstrucdes, devido a alteractes

dos valores do pardmetro T,. Também foram averiguadas as diferencas entre
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as reconstrucoes realizadas, para diferentes padrdes de inje¢éo de corrente

e processos de regularizacao.

A andlise das reconstru¢cdes mostrou que utilizando a regularizagéo pro-
posta, o problema inverso da TIE pode ser resolvido por meio do método de

recozimento simulado.

Os testes realizados para diferentes valores do parametro T, sugerem a

nao correlagcdo desse parametro com a qualidade das reconstrucdes. Sendo
assim, por ter apresentado menor custo computacional, esse parametro deve-
ria assumir valor nulo durante o processo de reconstrucdo. No entanto, mais
testes devem ser realizados, com diferentes valores iniciais de condutividade,

para melhor avaliar o impacto do parametro T, sobre as reconstrugoes.

Quanto aos diferentes padrbes de injecdo de corrente, o padrdo adja-
cente, numa analise visual qualitativa das reconstru¢cdes, mostrou-se melhor
em comparacao ao padrao diametral, em relacdo a qualidade das solu¢des do
problema inverso produzidas. No entanto, do ponto de vista computacional, o
padrdo adjacente é muito mais dispendioso em relacédo ao padrao diametral.

Em uma possivel sequéncia deste trabalho, sera necesséario confrontar
os dados numeéricos com dados experimentais para o problema direto. Além
disso, para o problema inverso, devem ser investigados métodos quantitativos
para andlise da qualidade das reconstrugcfes. Outro problema interessante a
ser abordado, seria a construcdo de algoritmos para a solucédo do problema da
TIE nas trés dimensdes espaciais e em tempo real, dando origem a uma tomo-

grafia tridimensional em tempo real.

Alguns capitulos deste trabalho foram divididos em duas partes, cada
qual abordando um dos dois problemas relacionados ao problema de recons-
trucdo de imagens da TIE. Por outro lado, apesar da separacéo, os dois pro-
blemas formam uma unidade, sendo que essa unidade e nédo as partes de for-
ma individual é que deve ser analisada. Por isso, a conclusdo deste trabalho é
um julgamento sobre todos os métodos desenvolvidos ou utilizados durante a

sua execucao. Sendo assim, € possivel afirmar que o conjunto de algoritmos
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desenvolvidos, para dominios de formato retangular ou quadrado, pode re-
solver o problema de reconstrucdo de imagens da TIE.
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ANEXO A

Modelagem matematica.

O problema direto da TIE envolve a determinacéo da distribuicéo dos po-

tenciais no interior da regido avaliada e a resposta no contorno, supondo co-

nhecida a distribuicdo da condutividade ou permissividade no interior da regiao.

Para a modelagem matematica desse problema, consideraremos uma superfi-

cie S com distribuicdo de condutividade dependente apenas das coordenadas

de posicao, o (x,y) ou o (r,0) (a escolha das coordenadas de posi¢ao vai de-

pender da geometria utilizada), sendo que esta regido apresenta caracteristicas

puramente condutivas, como mostra a Figura A.1.

Figura A.1: Representacédo do dominio a ser analisado. Extraido de: TRIGO, 2006

O campo eletrostatico resultante nessa regido é descrito pelas equacdes

de Maxwell, que sdo mostradas em sua forma diferencial a seqguir:
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V-B=0 (A2)
FxE-_B (A3)
ot
VxA=7+ P (Ad)
ot
Onde:

D é o vetor induc&o elétrica;

E é o vetor campo elétrico;

B é o vetor campo magnético;

H é o vetor intensidade de campo magnético;

p é a densidade volumétrica de cargas;

J é o vetor densidade de corrente elétrica:

Assumindo que o fendmeno é quase-estatico e que a regido avaliada é
puramente condutiva, as derivadas em relacdo ao tempo serdo igualadas a

zero. Portanto a equacéo (A3) torna-se
VxE=0 (A5)

De (A5) resulta que deve existir uma funcéo potencial, dependente da

condutividade cujo gradiente é igual ao vetor campo elétrico E . Assim temos:

E=-Vu (AB)

Onde u depende apenas da posi¢cao de um determinado ponto, sendo o

potencial elétrico nesse ponto.

Sabendo que no interior da regido néo existem fontes de corrente, temos
que o divergente do vetor densidade de corrente J deve ser zero dentro da

regido, assim:



98

(A7)

<
<
I
o

Assumindo que o vetor densidade de corrente elétrica € uma funcéo li-

near do campo elétrico (suposicao valida para solidos e solucbes fracamente

ionizadas), temos:

J=—0of (A8)
Isolando E em (A8) e substituindo em (A6) temos:
J=-oVu (A9)
Substituindo (A9) em (A7) temos:
(A10)
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ANEXO B

A Equacgéo de Laplace modela a condugéo do calor em um meio homo-
géneo em um estado estacionario (onde a temperatura ndo varia com o tempo
em todo contorno e no interior da regido). Assim, a equacao discretizada utili-
zada para aproximar a solucao é igual a equacéao (8), com a alteracdo da varia-
vel u(x,y) para T(x,y), sendo que esta Ultima representa a temperatura no do-

minio analisado.

O PVC abordado possui condicdo de contorno de Dirichlet e € 0 seguin-

te:

“‘Um quadrado de lado I=1, com temperaturas
nas bordas iguais a T=75°C, para x=0 e O<y<l;
T=100°C, para x=I e O<y<l; T=50°C, para y=0 e
0<x<I; e T=0°C, para y=I e 0<x<lI. Inferir as tem-
peraturas no interior do quadrado.” (MENIN,
2009)

Para solucdo do problema, foi escolhida uma malha interna com nove
pontos, nos quais a temperatura T foi calculada. O dominio discretizado do

problema tem o aspecto representado na Figura 4, mostrada a seguir.

Y 0°C
1 * * ’
[ S -: --------- ; --------- i: --------- -»
2 R S S N =
| S - P PO )\
0 5[5:{; 1 JE

Figura B.1: Dominio quadrado discretizado pelo MDF. Extraido de: MENIN, 2009
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Assim, para i=1 e j=1, 2, 3, temos as seguintes equacdes:

To, +T,, +T o +T,,—4T,, =0 parai=1e j=1;
To,+T,,+T, +T,,—4T,, =0 parai=1 e j=2;
Tos+T,5+T,,+T,,—4T, ;=0 parai=1e =3,

Para i=2 e j=1, 2, 3, temos as seguintes equacoes:
T, +T,, +T,,+T,,—4T,, =0 parai=2 e =1,
T,+T,,+T,,+T,,-4T,, =0 parai=2 e |=2,
Ty+T3+T,,+T,,—4T,, =0 parai=2 e j=3;

Para i=3 e j=1, 2, 3, temos as seguintes equacoes:
T, +T,, +T,,+T,,—4T;, =0 para i=3 e j=1,

T, +T,,+T;, +T,,—4T,, =0 parai=3 e j=2;

T3 +T,5+T;,+T;, —4T,, =0 parai=3 e j=3;

Adicionando as CC:

Para i=0 e |=1, 2, 3 T=75°C;

Para i=4 e j=1,2,3 T=100°C

Parai=1,2 e 3 e j=0 T=50°C

Parai=1,2e 3 e j=4 T=0°C

Assim sendo, as temperaturas Ty, =T,, =T,, =75°C; as temperaturas

T,,=T1,,=T,,=100°C; T,, =T,,=T;,=100°C e T, , =T, ,=T,, =0°C.

Substituindo nas equacdes acima, ficamos com:



T,,+T,,—4T, =-125 parai=1 e j=1,
T,,+T,+T,,—4T,,=-75 parai=1e =2,
T,,+T,,—4T ,=-75 parai=1 e j=3;

T, +T;, +T,,—4T,, =50 para i=2 e j=1,
T,+T,,+T,, +T,,—4T,, =0 para i=2 e =2,
T3 +T,,+T,,—4T,, =0 parai=2 e |=3;

T,, +T,,—4T,, =150 para i=3 e j=1,
T,,+T,, +T,;—4T,, =-100 parai=3 e |=2;
T,,+T,,—4T,,=-100 para i=3 e |=3;

Fazendo as seguintes trocas de variaveis:

T11=T1 T12=T> T13=T3
T21=T4 T2o=Ts T23=Ts
T31=T7 T3=Tsg Ta3=Tyg
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As equacbes acima podem ser representadas na forma matricial do tipo

A.X=B. Onde A é uma matriz quadrada n x n e X e B sdo matrizes do tipo n x 1.

-4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 -4 1 0 1 0 0 0 O

O 1 -4 0 0 1 0 0 0

Matriz A 1 0 0 -4 1 0 1 0 0
A=0 1 0 1 -4 1 0 1 0

0o 0 1 0 1 -4 0 0 1

O 0 0 1 0 0 -4 1 0

0 0 0 0 1 0 1 -4 1

O 0 0 0 0 1 0 1 -4




Matriz X:

X9x1 =

o

Matriz B:

ngl =

de eliminacao de Gauss'® e é apresentada a seguir, na Tabela B.1.

-125
-75
-75
-50

0
0

-150

-150

-150

|
o

O O O O O+, O Bk

|
N

O O O Ok O -

|
_bl—‘o

o O O »r O O

_ O = O

o k O -

O O O

OO Ok O O O

O B O O O O

P O kP O O O O O

|
N

A A A A A

N_| »a_|

-125
—-75
-75
-50

0
0

—-150

—-150

—-150
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A solucao desse sistema de equacdes foi realizada utilizando o método

1% Eliminacdo de Gauss é um método utilizado para resolver sistemas lineares, transformando o
sistema original em um equivalente simplificado de mesma solucdo. Para esta modificacdo
aplica-se sobre as equac8es do sistema A.X=B uma sequéncia de operacbes elementares
escolhidas entre: i) substituir duas equacdes; ii) multiplicar uma equacdo por uma constante

nao-nula; iii) adicionar um mdltiplo de uma equacéo a outra equacao.
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Tabela B.1: Distribuicdo das temperaturas calculada pelo MDF

0,00
75,00 42,86
75,00 58,71
75,00 60,71
50,00

0,00
37,72
56,25
59,15

50,00

0,00

51,79 100,00
69,42 100,00
69,64 100,00
50,00

Para comparacéao, abaixo sdo apresentados os valores calculados para

0 mesmo problema, pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC) (Figura

B.3) e pelo MDF com a solug&o do sistema linear sendo realizada pelo método

de Gauss-Seidel (Figura B.2)

0,00
75,00 42,85
75,00 58,70
75,00 60,71
50,00

0,00
37,72
56,24
59,15
50,00

0,00
51,78 100,0
69.41 100,0
69,64 100,0
50,00

Figura B.2: Distribuicdo das temperaturas calculada pelo MDF, com solugdo do sistema linear

sendo realizada através do método de Gauss-Seidel. Extraido de: MENIN, 2009

0,00 0,00 0,00

75,00 42,58
75,00 59,28
75,00 60,81

50,00

36,46
56,25
58,81
50,00

51,69 100,0
70,45 100,0
69,92 100.0
50,00

Figura B.3: Distribuicdo das temperaturas calculada pelo MEC. Extraido de: MENIN, 2009
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ANEXO C

Para o lado L1, considerando o potencial u e a equacdo (19) com um

angulo de 1809, é obtida a seguinte discretizacao:

3ui,j _4ui+l,j +ui+2,j r+3ui,j _4ui,j+l+ui,j+2 —-»j

2_: ~ [cos(180° ) +sen(180° )I]( > Ax 28y

ou U — AU+, _0
on 2AX
Isolando u, ;, temos:
N AU, — Uiy
U; | R

Para o lado L2, considerando a equacédo (19) com um angulo de 270°, é obtida

a seguinte discretizagao:

_4ui+l,j +ui+2,j i’_i_ 3ui,j _4ui,j+1 +ui,j+2 ]’J

2_: ~ [cos(270° )I + Sen(2700 )J ][ uf IAX 2Ay

6_U N Ui —4U; g +U o -0
on 2AY
Isolando u; ;, ficamos com:
- 4ui,j+l _ui,j+2
UIVJ ~
3

Para o lado L3, considerando a equacao (18) com um angulo de 0°, € obtida a

seguinte discretizagao:

Z_: = [eos(0° ) +sen(o® )} [3ui'j _4;iAl)’(j i, 3 _422; iz 7}
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ou 3Ui; =AUy +U;,

Zx =0

on 2AX

Isolando u, ;, chegamos a:
4ui—1,j _ui—z,j

Para o lado L4, considerando a equacédo (18) com um angulo de 90°, € obtida a

seguinte discretizagao:

Z_r‘i ~ [cos(90° ' +sen(00° )j ] [Su” - 4:;‘(" Py, S 4;2; T T]

ou N 3ui,j _4ui,j—1 +Ui

hbalPy =0
on 2Ay

Isolando u; ;, obtemos

U ~ 4ui,j—13_ui,j—2

Nos eletrodos foi considerado o valor da densidade superficial de corren-
te J, definida como a raz&o entre o valor nominal da corrente e a area superfi-

cial do eletrodo.

Fazendo a discretizagéo por diferencas finitas e igualando o termo a es-
guerda da expresséao (19) ao termo a direita da expresséo (18), para L1, L2, L3
e L4, sdo obtidas as seguintes expressoes, utilizadas para as regides onde es-

tdo presentes os eletrodos:

Para L1:

i+2,j =

3ui’j _4ui+1,j +u | +3ui1j _4ui,j+l+ui,j+2 ]
2AX 2Ay

g_: ~[cos(180° i + sen(180° )I](

5_U~_ 3ui,j _4ui+l,j TU, _ i
on 2AX Ao,



Isolando u, ;, chegamos a:
U = Uiy —Uip;  2.AXi
" 3 3.0,.A
Para L2:
- -1(3u. . —-4u., . +u. .. 3Uu.—-4u .,+U ., _
A foos(270° ¥ + sen(2r0e )| M~y Uy Hy Z W Hhea g
on 2AX 2Ay

on 2Ay

ou Ui, j — AU ji1 + Ui a2 _ i
Aoy

Isolando u, ;, temos:

U = 4'ui,j+1_ui,j+2 _ 2.Ayi
" 3 3.0,.A

Para L3:

2AX

g_l;z [cos(O°)|?+sen( O)ﬂ'fu” S BT R U — AU, U, IJ

au Ui =AU U, i

on 2AX B Ao,
Isolando Ui ficamos com:
o AU Uiy 2K

" 3 3.0,.A
Para L4:

2Ay

% ~[cos(90° i + sen(90°)i]-(3ui’j B SRS TN e Vi YRR TR ]]

2AX

ou 3u; =AU U,
on 2Ay

=0

2AY

106
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Isolando u.

i,j?

chegamos a:

U = Al Uy, 2Ny
" 3 3.0,.A

Para o lado L1, considerando o potencial u e a equacao (23) com um

angulo de 1809, é obtida a seguinte discretizacao:

(147, , —360u,,, , +450u, , , — 400U, , +225U,,,  — 72U , +10U; J.)T

au 0} o)+ 60AX
o los(ago”) + senfs0°)j (147u, , —360u, ,,, +450u, ., —400u, | 4 +225U, |, — 72U, s +10U; )
60Ay J

au (L47u; ; —360u;,; j +450u;,, | —400U;,5 | +225U;,4 j — 72U, ; +10U; ¢ ;)
on 60Ay

=0

Isolando u. ., temos:

i,j?

(360,

i+1,j

—450u. , . +400.u.

i+2,] i+3,]
u.. =

" 147

—225.u;

i+4,]

+72.U;

i+5,]

_10'ui+6,j)

Para o lado L2, considerando o potencial u e a equacao (23) com um
angulo de 270°, é obtida a seguinte discretizacao:

(t47u,, ~360u,,, ; +450u, , —400U, , +225U,, , — 72U, 5 ; +10U, )T
ou - - 60AX
£~ [cos(270° 270°) |
o = [o0s(270°F + sen(z70°)] (147u, , —360u, ., +450u, ., —400u, , , +2250; ., 72U, .5 +10U; ;) -
, , , , , 16)
60Ay

au (147ui'j —360u; j,1 +4500; ;. —400U; ;.3 +225U; j,4 — T2U; j,s5 +10ui1j+6)
on B60AY

Isolando u. ., temos:

i,j?

(360,

i,j+1

_ — 225, ,, + 72U, ;s —100, )

— 4504, ,,, + 4004,
u ,
b 147

i,j+3

Para o lado L3, considerando o potencial u e a equacéo (22) com um

angulo de 0°, é obtida a seguinte discretizacao:
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(l47ui’j —360u;_y j +450u;_, ; —400u;_5 j +225U;_4 j — 72U;_s j +10ui,6’j)?

ou - 0 0\ 60AX
o < oos(o0” -+ senfo0° )] (1470, , —360ui’j,l+450ui’j,2—400ui,j,3+225ui,j,4—72ui,j,5+10ui,,-,6)]
60AY

ou  (L47u; ; —360u;_; ; +450u;_, ; —400u; 5 ; +225U;_4 ; —72U;_5; +10U; ¢ ;) .
on 60AY N

Isolando u.

ij?

temos,

(360.; s —450.; |, +400.; j_s —225.; ;_y+72.; j_5—10U; ;)
147

Ui'j

Para o lado L4, considerando o potencial u e a equacao (22) com um
angulo de 90°, é obtida a seguinte discretizacao:

(147u; ; —360u; 1 ; +450U; 5 ; —400U; 3 | +225U; 4  —72U; 5 ; +10U; g ;)

ou - 0 0\ 60AX
p = foos(a0°  + sen(a0° 7] a7y, —360ui,j_1+450ui,,-_2—400ui,j_3+225ui,,-_4—72ui,j_5+10ui,j_6)j
60AyY

ou  (147u,; —360u; ;_, +450u; j_, —400u; ;5 +225U; ;_4 — 72U, j_5 +10U; ;¢ )

= : =0
on 60Ay

Isolando u, ;, temos:

(360.u;, ; —450u, , ; + 400U, 5, — 225, ; + 72U, 5; —10U, ;)
147

Ui ;

Em relacdo a regi&o com eletrodo, para o lado L1, considerando o po-

tencial u e a equacao (23) com um angulo de 180°, é obtida a seguinte discreti-
zacgao:

(L47u, , —360u, , , +450u,., , — 400U, , +225U,,, | — 72U s, +10U; ¢ | )T

ou - - 60AX
P [oos(180°) + sen(is0° 7} (1470, ~360u, ., + 450U, ., — 400U, ., + 225U

i j+

e =720 5 +10U, )

i,j+6

60Ay J




109

an 60AY Ac,

ou  [[47u;; ~360u;, ; +450U;., | — 400U, +228U;, ) ~ T2Us ) +100; )] i

Isolando u, ., chegamos a:

ij?

(360, ; —450u;,, ; +400.,,;; —225.;,, ; +72U;.5; —~10U,,5;)  60.AXi

ui .=
X 147 147.04.A

Para o lado L2, considerando o potencial u e a equacao (23) com um

angulo de 270°, é obtida a seguinte discretizagao:

(147u, , —360u,., , +450u,,,, —400U,,, , +225U,,,  —72U,.;  +10U, ).
- - : - : : —1 +
ou o} o\ 60AX
on = [oos(270°) + sen(270°)j] (147, , —360u, ., +450u, ., — 400U, ., + 225, ., — 72U, s +10U; ;)
60Ay

]

ou [(147u,; —360u; ;.1 +450u; j,, —400U; {5 +2250; g — T2U; .5 +100; )]
on 60Ay Aoy

Isolando u; ;, ficamos com:

e

—45Qum+2+400uhh3—225uhh4+72uhh5—10uhhﬁ) 60.AX.i

(360.u;

i j+l

U=
147 147.0,.A

Para o lado L3, considerando o potencial u e a equacao (22) com um

angulo de 0°, é obtida a seguinte discretizacao:

(L47u; ; —360u;_y ; +450U; 5 ; —400U; g ; +225U; 4 | —72U; g ; +10U; g | )T .
ou N 0 o\ 60AX
on cos(o0° -+ sen(o0° ] (147u; ; —360u; ; , +450u, ;_, —400uU; ; 5 +225U; ; 4 —T2U; ;5 +10U; ; ¢ )
60AY

i

ou  (147u; | —360u;_y | +450u;_, j —400u; 5 | +225U;_4 | — 725 ; +10U g ;) i
an 60AY Ao,

Isolando u; ., temos:

g
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(360.u,_, ; —450u, , ; +400u, 5, —225u, , ; + 72U, 5, ~10U, ;)
u.. = : : - : : :

i

_ 60.AX.i
147 147.0,.A

Para o lado L4, considerando o potencial u e a equacao (22) com um
angulo de 90°, é obtida a seguinte discretizacao:

(147u; ; —360u;  ; +450U; 5 ; —400U; g | +225U; 4  —72U; 5 ; +10U; g ;)
ou - 0 0\ 60AX
= [005(90 J -+ senoo )i (147u; ; —360u; j_; +450u; _, —400u; ;_5 +225U; | 4 —72U; ;g +10uiyj_6)]
60AyY

ou  (147u;; —360u; ;; +450U; |, —400U; 5 +225U; j_4 — T2U; |5 +10U; ;) i

on 60Ay -

AO_O

Isolando u, ;, chegamos a:

(360u; ; , —450u; ; , +400u, ;| , —225u; ; , +72u, ;5 —10U,, ;) 6OAXi

Ui ;

147 1l470,A
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ANEXO D

O algoritmo iterativo mostrado a seguir foi utilizado para solucionar o
problema de conducédo de calor descrito no anexo B. No entanto, nele estéo
presentes os elementos béasicos para solugcdo de todos os outros problemas
abordados nesse trabalho.

O inicio da aproximacao da solucdo comeca ao ser especificado o ta-
manho da matriz de discretizacao. Isso é realizado através de dois numeros, 0s

quais sao definidos como mostrado a seguir:
N=4; (Numero de pontos (p-1) da matriz no eixo x)
M=4; (Nimero de pontos (p-1) da matriz no eixo y)
Em seguida é criado o dominio utilizando os seguintes comandos:
for i=1:N+1
xn(i)=(i-1)/N; (define os pontos do dominio no eixo x)
end
for j=1:M+1
yn(j)=(j-1)/M; (define os pontos do dominio no eixo y)
end

Apbs a definicdo dos pontos que fazem parte do dominio € iniciado o
processo de obtencdo da aproximagdo numérica, que comeca ao ser definida

pelo niumero de ciclos, como mostrado a seguir:
for d=1:5000
Logo apds, sao adicionadas as CC:

for j=1.M+1
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un2(1,))=0;
un2(N+1,j))=50;
end
for i=1:N+1
un2(i,1)=75;
un2(i,M+1)=100;
end

Por ultimo, s&o determinados os valores da variavel de interesse nos
pontos internos do dominio. A diferenca entre o algoritmo interativo SOR e o
algoritmo iterativo de Gauss-Seidel est4 justamente nessa parte do algoritmo,
ou seja, no calculo do potencial para um ponto do dominio em uma determina-
da iteracdo k+1. Para Gauss-Seidel, o valor da variavel de interesse € calcula-
do através dos valores do potencial nos pontos vizinhos. Por sua vez, os valo-
res da matriz de potencial vao sendo atualizadas durante a iteracao k+1. Assim
sendo, ao ser aproximado o valor do potencial no ponto i,j na iteracao k+1, este
valor ja é utilizado na mesma iteracdo para aproximar o valor do potencial nos
pontos vizinhos a i,j. No SOR, o potencial para um ponto i,j do dominio, em
uma determinada iteracdo k+1, é aproximado através do calculo da média entre
o valor do potencial na iterag@o anterior k e o valor calculado utilizando o méto-
do de Gauss-Seidel na iteracdo k+1 (Cunha, 2003). Matematicamente, utilizan-
do o esténcil de cinco pontos em um dominio com condutividade constante, a
equacgao que aproxima o valor do laplaciano do potencial em i,j para o algorit-
mo de Gauss-Seidel é a aproximacao classica de cinco pontos por diferencas

finitas:

& 4+u? +u? +u?

uik;l: i-1,j i+1,j4 i, j+l i,j-1

onde a pode serigual a k ou k+1.
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Para o SOR, considerando esténcil de cinco pontos para o laplacia-

no, a equacao é a seguinte:

k+1 k uilj—i_uialj—i_uiajl—'_uiaj—l
Ui =[@-wuy; + : ‘ 2 ‘ '

onde w € o parametro de relaxacéo e pode assumir valores entre 1 e 2.

Terminando o algoritmo:

for i=2:N

for j=2:M

%utilizando esténcil de 5 pontos e o método de Gauss-Seidel
un2(i,j)=(un2(i+1,j)/4+un2(i-1,j)/4+un2(i,j+1)/4+un2(i j-1)/4);

%utilizando o esténcil de 5 pontos e o método SOR com w igual 1,95
un2(i,j)=-0.95 un2(i,j)+1.95*((un2(i+1,j)/4+un2(i-1,j)/4+un2(i,j+1)/4+un2(i,j-1)/4),

end
end
end

O resultado obtido por este algoritmo, para a aproximacao da solucao do
PVC descrito no Anexo B, é o mesmo utilizando o SOR ou Gauss-Seidel e po-

de ser visto na Tabela D.1 apresentada abaixo:

Tabela D.1: Distribuicdo de temperatura calculada pelo algoritmo apresentado, para aproxima-
¢éo da solucdo do PVC apresentado no anexo B.

0,00 0,00 0,00
75,00 42,86 37,72 51,79 100,00
75,00 58,71 56,25 69,42 100,00
75,00 60,71 59,15 69,64 100,00

50,00 50,00 50,00



