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RESUMO

SCHUH FRANTZ, Ricardo André. SIMULAÇÕES NUMÉRICAS DE CORRENTES
GRAVITACIONAIS COM ELEVADO NÚMERO DE REYNOLDS. Porto Alegre. 2018.
Dissertação de mestrado. Programa de Pós-Graduação em Engenharia e Tecnologia
de Materiais, PONTIFÍCIA UNIVERSIDADE CATÓLICA DO RIO GRANDE DO SUL.

Este trabalho investiga o método de simulação de grandes escalas (LES) no
contexto de correntes gravitacionais. O mesmo se faz necessário, visto que possibilita
um aumento substancial da ordem de grandeza do número de Reynolds característico
utilizado em simulações numéricas, aproximando os mesmos de escalas naturais, além
de reduzir significativamente o custo computacional dos cálculos. A avaliação dos
modelos é realizada utilizando uma base de dados de simulação numérica direta (DNS).
A metodologia de simulação de grandes escalas implícita (ILES), baseada no modelo
de viscosidade turbulenta espectral, é colocado a prova de maneira inédita no contexto
de correntes de gravidade com métodos explícitos disponíveis na literatura. Resultados
demonstram que o mesmo, baseado puramente em dissipação numérica introduzida
por meio do comportamento dos esquemas de derivada de segunda ordem, gera
melhores correlações com as estatísticas baseadas em campos médios da simulação
direta. Por fim, casos experimentais da literatura, em diferentes configurações de
escoamento, são reproduzidos numericamente.

Palavras-chave: Simulação de grandes escalas, Modelagem de escala de submalha,
Dissipação numérica, Viscosidade turbulenta espectral, Correntes de gravidade.



ABSTRACT

SCHUH FRANTZ, Ricardo André. NUMERICAL SIMULATIONS OF GRAVITY CUR-
RENTS WITH HIGH-REYNOLDS NUMBER. Porto Alegre. 2018. Master Thesis. Gra-
duation Program in Materials Engineering and Technology, PONTIFICAL CATHOLIC
UNIVERSITY OF RIO GRANDE DO SUL.

This work investigates the method of large-eddy simulation (LES) in the context
of gravity currents, which is found necessary since it allows a substantial increase
in the order of magnitude of the characteristic Reynolds number used in numerical
simulations, approaching them with natural scales, in addition to significantly reducing
the computational cost. The implicit large eddy simulation (ILES) methodology, based
on the spectral vanishing viscosity model, is unprecedentedly employed in the context
of gravity currents, is compared against with explicit methods such as the static and
dynamic Smagorisnky. The evaluation of the models is performed based on statistics
from a direct numerical simulation (DNS). Results demonstrate that the first model
based purely on numerical dissipation, introduced by means of the second order
derivative, generates better correlations with the direct simulation. Finally, experimental
cases of the literature, in different flow configurations, are reproduced numerically
showing good agreement in terms of the front position evolution.

Keywords: Large eddy simulation, Subgrid-scale modelling, Numerical dissipation,
Spectral vanishing viscosity, Gravity currents.
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1. INTRODUÇÃO

Correntes de gravidade – densidade, ou empuxo – são uma nomenclatura para
fluxos estratificados. Tais processos gravitacionais são governados pelas forças de
empuxo resultantes da diferença de massa específica entre dois fluidos, os quais
preferencialmente apresentam uma propagação horizontal. Simpson (1999) introduz
exemplos de ocorrências naturais (como a formação de tempestades de areia, brisas
do mar, avalanches, correntes oceânicas) e ocorrências antrópicas (como o vazamen-
tos de óleo nos oceanos e de gás na atmosfera). Em um contexto oceanográfico,
correntes podem originar-se devido ao excesso de massa específica do fluido, provo-
cado por diferenças de temperatura, salinidade ou sedimentos em suspensão, sendo
que o último caso, em particular, recebe também o nome de corrente de turbidez.
Meiburg e Kneller (2010) comentam que os depósitos sedimentares em lagos e ambi-
entes marinhos de águas profundas são compostos, em grande parte, por material
transportado por correntes de turbidez.

Um caso canônico no estudo deste fenômeno consiste na liberação de flui-
dos com diferentes densidades em um tanque (reservatório de água), separados
inicialmente por uma placa. Nesta configuração clássica, ao se retirar a placa, há o
escoamento do fluido mais denso junto ao fundo e a conversão de energia potencial
inicial em energia cinética (ver Figura 1.1. para exemplo). O escoamento resultante (em
pequena escala) é similar às correntes que se formam em lagos, reservatórios e no
oceano onde as escalas são muito maiores. De acordo com Constantinescu (2014), em
tais casos o número de Reynolds (Re), coeficiente adimensional que relaciona forças
inerciais com viscosas, geralmente é muito maior do que 105. Correntes de gravidade
que se propagam sobre um leito móvel (i.e. fundo do mar), podem erodir, transportar e
depositar grandes quantidades de sedimentos a grandes distâncias (TALLING et al.,
2007). Este transporte de material pode ter uma natureza destrutiva de proporções
catafóricas: no ano de 2015, o rompimento de uma barragem de rejeitos de mineração,
próximo ao município de Mariana/MG, liberou cerca de 50 milhões de metros cúbicos
de rejeitos formando uma corrente que destruiu o distrito de Bento Rodrigues. No
mesmo dia a corrente atingiu o rio Doce contaminando todo o ecossistema, por mais
de 600 km, até mergulhar no Oceano Atlântico (ESCOBAR, 2015; MARTA-ALMEIDA
et al., 2016).
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Um exemplo de engenharia está relacionado a operações de bloqueios e eclusas
em um estuário (transição entre um rio e o mar). Cada vez que a instalação é operada,
um volume finito de água salgada é liberado para o rio formando um corrente de
densidade. Conhecer a distribuição espaço-temporal das tensões de cisalhamento
sobre o fundo, induzidas pela passagem de uma corrente, é fundamental para estimar
a capacidade de transporte de sedimento da corrente e os efeitos a longo prazo de
operar uma represa na morfologia do canal (CONSTANTINESCU, 2014).

Estudos teóricos e experimentais foram conduzidos para entender a estrutura
das correntes e para prever a evolução temporal de parâmetros globais como a velo-
cidade da frente e altura da cabeça da corrente (GLADSTONE et al., 1998; ROOIJ;
DALZIEL, 2001; SHER; WOODS, 2015). Medidas da distribuição de tensões de
cisalhamento junto ao fundo, por exemplo, são quase impossíveis de se obter experi-
mentalmente. Simulações numéricas, entretanto, podem ser utilizadas para estimar de
maneira precisa a distribuição destas variáveis no espaço e no tempo, e proporcionam
dados para um melhor entendimento das relações e interação dos parâmetros adimen-
sionais associados ao problema, tais como o número de Reynolds, a concentração
inicial, a difusividade, o tamanho e o material de partículas, por exemplo.

No método conhecido como simulação numérica direta, do inglês direct numeri-
cal simulation (DNS), um sistema de equações governantes, formado pelas equações
de Navier-Stokes, é resolvido sem a necessidade de modelos de turbulência (LESI-
EUR, 2008) devido à alta resolução da malha de cálculo. Neste tipo de simulação
(i.e., DNS) as escalas de movimento são resolvidas no espaço e no tempo até as
menores escalas dissipativas, permitindo o acesso a um vasto volume de dados com
muita riqueza de informações (em disco, normalmente na ordem de terabytes). Este
é um método consolidado, mas limitado a escoamentos com Re ∼ O(104) (ESPATH
et al., 2013; FRANCISCO et al., 2017), mesmo com o uso de supercomputadores.
Correntes de densidade com números de Reynolds desta magnitude ficam restritos a
casos laboratoriais, mas são importantes para investigações fundamentais.

A simulação de grandes escalas, do inglês large-eddy simulation (LES), é uma
alternativa para redução do custo computacional (horas de cálculo ou espaço em disco)
de DNS e possibilita a avaliação de correntes com números de Reynolds superiores.
A metodologia baseia-se nos modelos de viscosidade turbulenta, que adicionam a
dissipação viscosa da energia cinética do escoamento que deveria ter sido gerada
pelas menores escalas de movimento que não foram resolvidas devido à falta de
resolução espacial. O objetivo de um modelo é dissipar a quantidade correta de
energia do escoamento calculado a partir das grandes escalas e permitir um fluxo
de energia realístico de um ponto de vista físico entre as escalas resolvidas e as
modeladas.
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O primeiro modelo de LES foi desenvolvido para simulações de circulação
atmosférica (SMAGORINSKY, 1963). Desde então diversas melhorias foram propostas
visando a uma maior exatidão e, especialmente, no controle da dissipação aportada em
regiões transicionais ou de pouca turbulência (GERMANO et al., 1991; LILLY, 1992) e
próximo a paredes (DUCROS et al., 1998; NICOUD; DUCROS, 1999). Esta abordagem
explícita, entretanto, adiciona operações numéricas extras como filtragem dos campos
de grandezas numéricas e médias complexas que podem inviabilizar a investigação de
escoamentos não-simétricos e sem direções homogêneas. Lamballais et al. (2011)
propõem a utilização de dissipação numérica imposta pela modificação dos coeficientes
dos esquemas de diferenças finitas da derivada de segunda ordem, utilizados na
discretização do termo viscoso das equações de quantidade de movimento e do
transporte escalar. Não sendo adicionadas equações extras ou modelos ao sistema:
a dissipação ocorre precisamente nas escalas desejadas e na intensidade desejada.
Esse método, conhecido como simulação de grandes escalas implícita, do inglês
implicit large-eddy simulation (ILES), possui vantagens com relação à versão explícita,
visto que não são adicionados operações numéricas extras e as grandes escalas são
invisíveis ao método.

Este trabalho investiga metodologias de LES que são eficazes na redução de
mais de 85% do número de pontos necessários para uma simulação a números de
Reynolds de 104 comparado à DNS ou permitem um aumento substancial na ordem de
grandeza do mesmoO(106). Após os objetivos, é apresentada uma revisão bibliográfica
de correntes de densidade e da descrição de turbulência. Em seguida, na metodologia
introduzem-se as simplificações utilizadas, as equações governantes e condições de
contorno. Por fim, na metodologia numérica, conceitos sobre o código computacional
empregado, esquemas numéricos, formalismo e modelos de LES explícitos. Nos
resultados, primeiro apresenta-se um estudo comparando resultados de DNS com
LES, bem como um entendimento do impacto da mudança de metodologia para a
qualidade de estimativas globais das correntes de densidade, em seguida, comparação
entre resultados numéricos e experimentais. Por fim, as conclusões e sugestões de
trabalhos futuros.
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Figura 1.1. Evolução de uma corrente de densidade em laboratório. Fluido mais denso
à esquerda. Fonte: Shin et al. (2004).
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2. OBJETIVOS

Este trabalho ataca dois problemas: um primário, que consiste na necessidade
de se investigar números de Reynolds elevados, com valores mais próximos aos
encontrados na natureza, e um secundário, que atende a necessidade de redução do
custo computacional das simulações.

O alto custo de DNS atrasa o desenvolvimento das ferramentas computacionais
e a introdução de novas configurações de escoamento, bem como possíveis varredura
de parâmetros. Por tais motivos foi necessário a introdução da metodologia de LES
implícita e uma criteriosa comparação da mesma com resultados de DNS e modelos
explícitos disponíveis na literatura.

O método de DNS é utilizado para a comparação, visando quantificar os re-
sultados de diferentes modelos LES. A metodologia implícita baseada no modelo
ISVV é empregada de maneira inédita no contexto de escoamentos estratificados e
seu desempenho posto a prova contra os modelos explícitos disponíveis na literatura.
O primeiro destes sendo o modelo Smagorinsky (SMAG), o segundo é o dinâmico
(DSMAG), que resulta no ajuste do modelo no espaço e no tempo, e o terceiro é o
modelo de viscosidade de turbulenta que se adapta a paredes (WALE).

2.1. Objetivos Específicos

Os pontos a seguir guiam o desenvolvimento desta dissertação:

• Introduzir os métodos de simulações de grandes escalas disponíveis na literatura
no código computacional;

• Verificar o desempenho dos modelos via análise a priori com resultados de DNS;

• Escolher o método mais adequado para investigação em outras configurações;

• A partir do mesmo, reproduzir numericamente experimentos com resultados
disponíveis na literatura;

• Executar simulações de correntes gravitacionais com valores de número de
Reynolds próximos aos de escalas naturais.
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3. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Neste capítulo, primeiramente, introduz-se o conceito de corrente de densidade,
em seguida, as classificações de acordo com a forma como sua massa específica se
relaciona com o fluido, e por fim a anatomia da corrente.

3.1. Correntes de densidade

Correntes de densidade, ou correntes de gravidade, são fluxos que ocorrem
devido à diferença de massa específica (relativamente pequena), normalmente asso-
ciadas a variações de temperatura, aos materiais (e.g., concentração salina ou óleo
sobre água) ou pela presença de partículas em suspensão. Correntes salinas ou térmi-
cas são conservativas pois conservam sua composição, enquanto que correntes com
partículas em suspensão são não-conservativas pois perdem massa por processos
deposicionais. Alguns exemplos são: o escoamento do ar frio junto ao chão, sob o ar
quente (com menor massa específica), que se desenvolve ao abrirmos a porta de uma
casa aquecida. O escoamento de vidro fundido em um molde, a fumaça ejetada pelo
escapamento de automóveis e no alto de chaminés (UNGARISH, 2009).

Kármán (1940) foi pioneiro no estudo quantitativo de uma corrente de densidade
motivado pela demanda militar em avaliar sobre quais circunstâncias de vento um gás
liberado iria se propagar atingindo o inimigo sem atingir quem o liberou.

3.1.1. Classificação quanto ao excesso de densidade

Em estudos sobre a formação do delta do Missisipi, Bates (1953) percebeu
que correntes gravitacionais apresentam diferentes regimes em função do excesso de
densidade. A Figura 3.1. apresenta a classificação proposta por Bates (1953 apud
MULDER; ALEXANDER, 2001): se o fluido da corrente é mais denso que o fluido
ambiente (ρc > ρa), a corrente é denominada hiperpicnal. Esta corrente mais densa
é caracterizada por escoar sob o fluido ambiente e junto ao fundo. Quando o fluido
ambiente é mais denso que o fluido da corrente (ρc < ρa), a mesma é denominada
hipopicnal, e apresenta um espalhamento sobre o fluido ambiente. As correntes
mesopicnais se colocam entre as correntes hipopicnais e hiperpicnais. Este caso
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Figura 3.1. Classificação de fluxos quanto A relação de sua densidade com à do fluido
ambiente. Fonte: Manica (2009), adaptado de Mulder e Alexander (2001).

acontece quando existe estratificação no fluido ambiente (ρa,1 > ρc > ρa,2 ). Também
pode-se citar o caso homopicnal, caracterizado por não possuir excesso de massa
específica entre os fluidos (∆ρ = 0). É comum observar na natureza a transição
entre esses diferentes casos, Parsons et al. (2001) destacam o exemplo do fenômeno
de plumas que ocorre quando um rio descarrega no mar, formando inicialmente um
escoamento hipopicnal que permanece na superfície até que mergulha e se transforma
em uma corrente hiperpicnal ou mesopicnal. Em uma investigação de 150 rios de todo
o mundo, Mulder e Syvitski (1995) estimam que 66% dos mesmos podem produzir
plumas que mergulham e formam correntes hiperpicnais em períodos de 1 a 100
anos. Isto reforça a importância deste mecanismo de transferência de sedimentos
para o ambiente marinho em escala geológica. Recentemente, Steel et al. (2017)
demonstram o fenômeno de lofting (ou de empuxo reverso) que ocorre quando uma
corrente apresenta a redução de densidade por deposição ou entranhamento de fluido
ambiente e muda de regime.
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3.2. Fluxos de turbidez

Fluxos de turbidez são um tipo de corrente de gravidade em que a diferença
de densidade é gerada pela presença de partículas em suspensão. Segundo Mulder
e Alexander (2001), o conceito "corrente de turbidez" remete a um fluxo turvo, ou
seja, com sedimentos em suspensão. Já pela definição de Hampton et al. (1973), os
mesmos são fluxos gravitacionais sedimentares, em que os sedimentos são manti-
dos em suspensão pela componente vertical da turbulência. De um ponto de vista
hidrodinâmico, são análogas aos fluxos piroclásticos (Branney e Kokelaar (2002, p. 4)
para exemplos) e avalanches de neve (MEIBURG et al., 2012). Estes fenômenos
são volumetricamente o mecanismo mais importante no transporte de sedimentos
para o fundo do oceano, muitas vezes atingindo distâncias extremamente grandes
mesmo sob pequenos gradientes de inclinação, sendo responsáveis pela formação das
maiores acumulações de sedimentos da Terra (os leques submarinos) (KNELLER et al.,
2016; MEIBURG; KNELLER, 2010). Estas correntes são imprevisíveis em ambiente
marinho e geralmente destroem ou deslocam cabos e equipamentos de monitoramento
submarino.

Para ilustrar, em 1929 um terremoto na região de Grand Banks, próximo a
província Newfoundland no Canada, originou uma corrente de turbidez que resultou no
rompimento de diversos cabos submarinos (PIPER et al., 1999). A velocidade máxima
da frente da corrente, estimada indiretamente pela medição dos tempos entre a quebra
dos cabos, foi de aproximadamente 19 m s−1, enquanto que a espessura da corrente
variou de 300-400 m. Estes valores indicam um Re ∼ O(109 − 1010). De maneira
similar, no conjunto submarino do Congo, correntes foram inferidas pela quebra de
cabos (HEEZEN et al., 1964). Khripounoff et al. (2003) registram intensa atividade
destes escoamentos em profundidades de 4000 m no mesmo sistema. Andrieux et al.
(2013) obtêm medições diretas de correntes com duração de até 6 dias, espessuras
de até 150 m e velocidades de 0.7 a 2.5 m s−1. Paull et al. (2002), Xu et al. (2004)
apresentam medições diretas de perfis de velocidade ao longo do cânion de Monterey,
California. Foram identificadas correntes geradas por tempestades, sem presença de
terremotos, com velocidades médias aproximadas de 0.5 a 2 m s−1. Talling et al. (2007)
mostram indícios de depósitos na bacia de Agadir oriundos de eventos individuas a
mais de 1,500 km da costa da Africa.

Devido à relativa escassez de observação diretas das correntes de turbidez na
natureza, a compreensão dos processos de fluxo relevantes é, portanto, baseada em
grande parte em experimentos de laboratório e simulações numéricas. Meiburg e Knel-
ler (2010) classificam correntes de turbidez como escoamentos não-conservativos, pois
trocam partículas com o leito tanto por deposição quanto por erosão e re-suspensão
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de partículas, podendo trocar fluido com o ambiente por mecanismos de arraste ou
entranhamento. Embora eventos naturais apresentem uma vasta gama de partícu-
las em suspensão, com diferentes diâmetros, formatos e materiais, uma abordagem
comum para as simulações numéricas é assumir que os sedimentos sejam sólidos
homogêneos, com formato ideal e diâmetro característico constante.

3.2.1. Classificação quanto ao mecanismo de iniciação

O início de uma corrente de densidade é facilmente compreendido se relacio-
nado com algum acontecimento natural, sendo utilizado o ambiente marinho como
exemplo. Neste contexto, os eventos mais apontados como iniciadores de correntes
de densidade são os deslizamentos de terra e as descargas de rios (MEIBURG; KNEL-
LER, 2010). Estes fenômenos são caracterizados por causar excesso de densidade, de
um fluido em relação ao outro, pela presença de partículas sólidas e material orgânico
em suspensão. As características destes eventos dividem os mecanismos de início
de uma corrente de densidade em dois grandes grupos: remobilização instantânea
de material e remobilização não-instantânea de material (MULDER; ALEXANDER,
2001). Nos últimos anos, grande parte dos estudos em correntes de turbidez foram
direcionados ao mecanismo de remobilização instantânea de material e não deram a
devida atenção ao mecanismo de remobilização não-instantânea de material (HOGG
et al., 2016).

A Figura 3.2. apresenta de forma esquemática e por meio de sinais temporais
de velocidade na direção principal do escoamento, os dois mecanismos de iniciação
propostos por Mulder e Alexander (2001). A remobilização instantânea de material
(Figura 3.2.a), referida na literatura como surge-like flow, caracterizada por um pulso,
está associada ao escorregamento ou rompimento submarino de uma quantidade finita
de material que entra e movimento e forma uma corrente que rapidamente acelera e,
assim que se iniciem os processos de dissipação e sedimentação, sofre uma gradativa
desaceleração. Este mecanismo é responsável pela formação de eventos isolados e
de curta duração. Em laboratório, este tipo de fenômeno é simulado na configuração
conhecida como lock-exchange (caso da Figura 1.1.). Meiburg e Kneller (2010) co-
mentam que a suspensão de sedimentos pode ser ocasionada por deslizamento de
encosta, terremotos, tempestades, atividades vulcânicas ou movimentos tectônicos.
Já a remobilização não-instantânea de material, também conhecida por quasi-steady
flow, é caracterizada por escoamentos alimentados de forma contínua por um pe-
ríodo prolongado de tempo (Figura 3.2.b). Estes escoamentos estão associados, por
exemplo, às cheias de rios, que transportam grandes quantidades de material para o
ambiente marinho durante um tempo que pode ser de horas ou até anos, permitindo
que a corrente alcance velocidades constantes mesmo após o início do processo de
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a)

b)

Figura 3.2. Formas de início de uma corrente de gravidade: (a) remobilização ins-
tantânea ou liberação de volume finito (exemplo de um desmoronamento) e (b) fluxo
contínuo (exemplo de descarga de um rio no mar). Fonte: Manica (2009).

sedimentação devido à alimentação contínua. A Figura 3.3. apresenta fotografias da
evolução de uma corrente salina obtida em laboratório por remobilização instantânea
de material.

3.2.2. Hidrodinâmica da corrente

Middleton (1967) propõe uma divisão geral para correntes de densidade em
três seções: cabeça, corpo e cauda. A cabeça é uma região de intensa mistura que
apresenta um comportamento quase-estacionário em fluxos horizontais, tendo sua
forma fortemente influenciada pela altura da coluna da água (SIMPSON, 1999). O
corpo da corrente é uma região localiza atrás da cabeça e é caracterizada por duas
sub-regiões de velocidade: a interna e a externa. A interna apresenta características
de um escoamento parietal com gradientes de velocidade positivos, similares a uma
camada limite turbulenta. Já a região externa apresenta características de uma camada
de cisalhamento, geralmente de 5 a 10 vezes mais espessa que a região interna, com
gradientes negativos e tensões de cisalhamento de sinal oposto (MEIBURG; KNELLER,
2010). A cauda de um corrente é uma região de intensa turbulência e dissipação. A
Figura 3.4. apresenta um esquema da geometria de correntes hiperpicnais. Correntes
com comportamento de pulso, não geram corpo, enquanto que correntes contínuas
não geram cauda.
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Figura 3.3. Fotografias de uma corrente de densidade salina demonstrando a evolução
da salinidade por meio de contornos coloridos por tratamento de imagem. Canal em
dimensões adimensionais e escala em gramas de sal por litro de fluido. Fonte: Sher e
Woods (2015).

Kneller e Buckee (2000) apresentam um descrição bidimensional simples de
correntes de densidade composta por um perfil de velocidade longitudinal e um perfil
de concentração de sedimentos (ver Fig. 3.5.). Esse modelo divide o fluxo em uma
região inferior, mais densa e com espessura constante, e em uma região superior, zona
mais diluída devido ao entranhamento do fluido ambiente. Essa aproximação pode
ser diretamente comparada com a forma de jatos parietais. Porém como há presença
de gravidade, pode-se tratar de jatos parietais estratificados (ação gravitacional influi
sobre o campo de velocidades). De acordo com Manica (2009), a altura onde ocorre a
velocidade máxima do perfil de velocidade é controlada pela razão de forças de arraste
nas interfaces superior e inferior, e, em muitos casos experimentais, ocorrem entre 20
e 30% da altura média da corrente.

Simpson (1999) apresenta estudos laboratoriais de correntes de densidade por
variações de temperatura com o incremento gradual da diferença e observa que a forma
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Figura 3.4. Esquema de corrente de turbidez demonstrando em duas seções: corpo
(body ) e cabeça (head). Fonte: Meiburg e Kneller (2010).

Figura 3.5. Perfis de velocidade e concentração normalizados para correntes de
densidade. Fonte: Kneller e Buckee (2000).

da cabeça é independente do gradiente térmico a partir de um valor suficientemente
alto. O autor também percebe a formação de uma região de mistura turbulenta na
parte superior da corrente atrás da cabeça. Baseado nestes experimentos espera-se
que a partir de um certo Re crítico não ocorram variações significativas na forma e nas
características gerais da cabeça da corrente.

Simpson (1999) relata também a respeito dos principais mecanismos de mistura
observados em correntes de densidade. O primeiro, exibido na Fig. 3.6.a, é conhecido
como vórtices de Kelvin-Helmholtz (KH) e ocorre em interfaces cisalhantes. Este
fenômeno apresenta, inicialmente, comportamento bidimensional (2D). O segundo,
exibido na Fig. 3.6.b, são estruturas tridimensionais (3D) conhecidas como lobos
e fendas, do inglês lobe-and-cleft, formadas devido à presença de paredes e pela
intrusão de fluido com menor densidade na cabeça da corrente.

McElwaine et al. (2004) apresentam estudos experimentais sobre a formação
de lobos e fendas em que fotografa correntes, em um canal de laboratório com fundo
de vidro, e segue as fendas enquanto se separam e se unem. Os mesmos propõem
que as estruturas de lobos e fendas são uma característica genérica, cinemática de
sistemas com frentes em evolução e que não são relacionadas com a dinâmica da
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(a) (b)

Figura 3.6. Estruturas presentes na região frontal de uma corrente de gravidade:
(a) vórtices de Kelvin-Helmholtz e (b) estruturas de lobos-e-fendas. Fonte: Simpson
(1999).

Figura 3.7. Vista de fundo de uma corrente de densidade se propagando sobre um
canal horizontal com fundo rígido: visualização instantânea da correte (superior) e o
mapeamento da evolução das fendas (inferior). Fonte: McElwaine et al. (2004).

corrente. Ou seja, qualquer sistema com uma estrutura de frente se propagando com
velocidade aproximadamente constante irá desenvolver lobos e fendas. Os chamados
de lobos são as projeções entre as fendas. Na Figura 3.7. podemos ver que com
a evolução da corrente as fendas se formam, se mesclam e nunca desaparecem.
Simpson (1999) sugere que a formação dos mesmos esteja associada ao excesso de
fluido menos denso na cabeça da corrente, que por sua vez penetra através do corpo
da corrente originando a formação das fendas.
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3.3. Turbulência

Tsinober (2009) apresenta uma definição para o conceito de turbulência:

"A turbulência é a manifestação do comportamento espaço-temporal caótico
no escoamento de fluidos a elevados números de Reynolds„ i.e., de um
sistema dissipativo fortemente não linear com um número significativo
de graus de liberdade (muito provavelmente) descrito pelas equações de
Navier-Stokes (NS)."1

Como pode-se entender pela definição, a turbulência não é uma propriedade
do fluido, mas do escoamento. Tennekes e Lumley (1972 apud TSINOBER, 2009,
p. 19–23) propõem uma lista das principais características:

1. Irregularidade: a turbulência é definitivamente caótica. O contrario não é neces-
sariamente verdade: escoamentos caóticos podem não ser turbulentos. Fluxos
turbulentos apresentam uma natureza espaço-temporal aleatória/estocástica
intrínseca, Já que não há necessidade de uma força externa (ou interna) no es-
coamento (ou nos seus limites), nem é necessário iniciar o fluxo turbulento com
alguma condição inicial aleatória desde que o Re seja suficientemente grande.

2. Natureza multi-escala: fluxos turbulentos são, normalmente, sistemas gran-
des com ampla gama de graus de liberdade que interagem fortemente. Em
fluxos atmosféricos, por exemplo, as escalas que se manifestam variam de
O(km)→ O(mm). Devido à extrema complexidade do fenômeno (aliado a sua
aleatoriedade intrínseca), é natural que sua descrição seja estatística. A interação
entre os diversos graus de liberdade, resultante da não-linearidade, é essencial
(sistemas lineares, por exemplo, podem ter muitos graus de liberdade que não
interagem e não se influenciam) mas não suficiente: a interação não-linear pode
produzir comportamentos regulares organizados conhecidos como estruturas
coerentes (comentadas no Capítulo 6).

3. Imprevisibilidade: dois fluxos turbulentos inicialmente (mas não precisamente)
idênticos tornam-se irreconhecivelmente diferentes em um tempo de interesse.
Os detalhes de qualquer realização são fortemente diferentes de qualquer outra
realização. A perda de previsibilidade ocorre porque qualquer realização indivi-
dual é extremamente sensível a pequenas perturbações. No entanto, diferentes
realizações do mesmo fluxo turbulento têm as mesmas propriedades estatísticas.

1O conjunto de equações formado pela equação da continuidade e pela equação da conservação
da quantidade de movimento é conhecido desde Navier (1827) e Stokes (1845).
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Propriedades estatísticas dos escoamentos turbulentos são insensíveis aos dis-
túrbios (i.e., estatisticamente estáveis). Essa insensibilidade aos distúrbios se
traduz somente de forma estatística. O problema da previsibilidade da meteorolo-
gia devido à forte dependência das condições iniciais esta associado à dinâmica
e às estatísticas de um erro inicial, medida das diferenças entre realizações de
um escoamento com condições iniciais semelhantes.

4. Natureza dissipativa: fluxos turbulentos são sempre dissipativos, tensões de
cisalhamento aumentam a energia interna do fluido ao custo da energia cinética.
Dessa forma, se não houver uma alimentação contínua de energia cinética para
compensar as perdas viscosas, a turbulência se dissipa. Este fornecimento de
energia se dá por meio de grandes escalas (que apresentam pequena dissipação).
Os processos em fluxos turbulentos são irreversíveis, i.e., unidirecionais no
tempo.

5. Tridimensionalidade: fluxos turbulentos são tridimensionais2 e rotacionais, i.e.,
transportam vorticidade3 não-nula. Os mesmos possuem campos de vorticidade,
com produção contínua e positiva de enstropia, associados à energia cinética
disponível aos efeitos de dissipação.

As características qualitativas da turbulência são conhecidas e onipresentes em
todos os escoamentos turbulentos (i.e., são universais). Além dessas características
qualitativas gerais, buscaram-se formas quantitativas para a descrição dos mesmos.
Desde os trabalhos de Kolmogorov, acredita-se que a turbulência em pequena escala
possua propriedades universais independentes das grandes escalas. Tsinober (2009),
recentemente, comenta que há evidências de que o mesmo não esteja correto. Estas
propriedades, discutidas a seguir, estão associados a mecanismos não-lineares e,
em geral, são quantitativamente não-universais, embora, como mencionado, sejam
qualitativamente universais.

3.3.1. Descrição estatística

Devido à complexidade dos escoamentos turbulentos e ao caráter aleatório
das flutuações de velocidade, uma descrição determinística é muito limitada, e uma
abordagem estatística das flutuações é natural e usual para descrever e quantificar a

2Não há consenso se fluxos bidimensionais com comportamento caótico devem ser qualificados
como turbulentos, já que os mesmos não possuem o mecanismo de deformação de vorticidade (ou
vortex stretching).

3A vorticidade é uma grandeza vetorial obtida a partir do rotacional do campo de velocidades, na
forma ω = ∇× u, e pode ser decomposta em duas componentes: a componente simétrica do tensor
taxa de deformação Sij = 1

2 (∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi), e na componente anti-simétrica do tensor taxa de
rotação Ωij = 1

2 (∂ui/∂xj − ∂uj/∂xi).
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turbulência nos escoamentos. Consideramos 〈φ〉 como a representação de uma média
estocástica ou média no conjunto (ensemble average) de uma variável randômica φ
obtida por N realizações independentes do mesmo fenômeno φl:

〈φ〉 = lim
N→∞

1

N

N∑
l=1

φl. (3.1)

As flutuações turbulentas φ′l associadas à realização φl são definidas como

φ′l = φl − 〈φ〉, com 〈φ′l〉 ≡ 0. (3.2)

Quando φ é uma função aleatória estacionária no tempo, podemos aplicar
o princípio de ergodicidade de acordo com o qual é equivalente, em um contexto
estatístico, a considerar repetidos experimentos indefinidamente por meio de uma
única realização ou um único experimento com um número infinito de realizações.
Admite-se, portanto, que um único experimento φ de duração suficientemente longa
(T → ∞) pode representar todos os cenários possíveis (N → ∞). Define-se uma
média no tempo

〈φ〉 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

φ(t) dt. (3.3)

Pode-se recorrer ao princípio da decomposição de Reynolds, em que o valor da
velocidade instantânea ui pode ser dividido em um valor médio no tempo 〈ui〉 e um
valor de flutuação u′i, na forma

ui = 〈ui〉+ u′i. (3.4)

Se o mesmo for aplicado sobre as equações de NS há o aparecimento das
equações de escoamento médio conhecidas como equações de Reynolds e junto com
elas o termo não-linear

〈uiuj〉 = 〈ui〉〈uj〉+ 〈u′iu′j〉, (3.5)

que possui um termo desconhecido 〈u′iu′j〉, chamado de tensor de tensões de Reynolds
ou termo de fechamento.

3.3.2. Dinâmica de escalas

Richardson (1922) introduziu o conceito da cascata de energia em que a energia
cinética é adicionada ao escoamento (por meio do mecanismo de produção) nas
maiores escalas de movimento. A energia adicionada é transferida (por meio de
processos não-lineares e sem interferência da viscosidade) para escalas menores até a
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completa dissipação da mesma em forma de calor. No conjunto de trabalhos conhecido
como K41 (KOLMOGOROV, 1941a; KOLMOGOROV, 1941b; KOLMOGOROV, 1941c),
Kolmogorov adicionou e quantificou a ideia de Richardson. Em particular, com relação
às menores escalas propondo que as mesmas são universais (similares em todos os
escoamentos turbulentos) e dependem somente da viscosidade cinemática do fluido
ν̂ e da taxa média de dissipação da energia cinética de turbulência por unidade de
massa ε̂, o autor desenvolve por análise dimensional microescalas de Kolmogorov. As
hipóteses de K41 levam em consideração campos médios, assumindo como base a
taxa média de dissipação de energia e isotropia (uniformidade espacial: caso ideal
em que as escalas são independentes das direções espaciais). Kolmogorov (1941a)
propõe que a dissipação média da energia cinética da turbulência, pode ser obtida na
forma dimensional

ε̂ = 2ν̂ŜijŜij, (3.6)

considerando turbulência homogênea e isotrópica4, escoamento incompressível e
Re→∞. Aqui a taxa de dissipação deve ser obtida em função das flutuações e não
pode ser instantânea e precisa necessariamente ser uma média adequada (em um
período de tempo ou em uma direção homogênea). Consideramos campos médios,
uma vez que representam os valores típicos das menores escalas em um dado fluxo.
A escala de comprimento de Kolmogorov é estimada na forma

ηK = (ν̂3/¯̂ε)1/4. (3.7)

Lembrando que na escala de Kolmogorov a turbulência já foi extinta, neste ponto o Re
equivale a unidade, ou seja, as forças inerciais são da mesma ordem de grandeza que
as forças viscosas.

3.4. Simulação numérica

DNS consiste no método computacional mais exato para resolver as equações
de NS. No mesmo, busca-se calcular até as menores escalas de movimento, a partir
de condições iniciais e de contorno apropriadas para o escoamento considerado
(POPE, 2000). Em DNS, todas as escalas de movimento, desde a escala integral
(limitada pelas condições de contorno) até ηK (determinada pela viscosidade), são
explicitamente resolvidas. Por tal motivo, o espaçamento da malha de cálculo precisa
ser próxima a menor escala do escoamento ∆xi ∼ O(ηK), e o passo de tempo precisa
ser da mesma ordem que a escala de tempo dos menores vórtices (detalhes sobre o
método em Moin e Mahesh (1998)).

4No caso de turbulência homogênea e isotrópica não há escoamento médio, somente flutuações de
velocidade, portanto Ŝij ≡ ŝij = 1

2

(
∂û′i/∂xj + ∂û′j/∂xi

)
. Este é um caso dificilmente encontrando na

natureza e em situações de engenharia.
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Pope (2000) examina a distribuição do custo computacional das escalas re-
sultantes de uma DNS de THI. Para determinar como a energia cinética turbulenta,
do inglês turbulent kinetic energy (TKE), se distribui entre as escalas de diferentes
tamanhos, é usual considerar a função do espectro de energia tridimensional E(k)5.
No espaço espectral tridimensional de número de onda, os modos representados
estão dentro do cubo de aresta 2kmax. Em uma simulação bem-resolvida (diga-se
kmaxη = 1, 5), somente os modos dentro da esfera de raio kmax apresentam signifi-
cado físico. Como pode ser visto na Figura 3.8., a escalas energéticas e da região
inercial correspondem à casca da pequena esfera com número de onda |k| entre kE
e kDI , enquanto que a região dissipativa correspondem à grande esfera entre kDI e
kmax

6. Somente 0,016% dos modos representados estão dentro da esfera de raio kDI ,
correspondendo as escalas de energia da região inercial do espectro e 99,98% dos
modos estão na região de escalas dissipativas. O custo das simulações, conforme
supra demonstrado, se traduz em tempo de computação em horas-máquina e volume
de dados em memória para resolver todas as escalas dissipativas. Estes aumentam
rapidamente e escalam com Re3 (BIEGERT et al., 2017), o que limita as simulações a
valores moderados do mesmo. DNS é o método mais simples de um ponto de vista
conceitual e, quando podendo ser aplicado, provém uma riqueza de dados com alta
resolução espacial e temporal.

Härtel et al. (2000a), Härtel et al. (2000b) apresentam a primeira simulação DNS
de correntes gravitacionais em configuração lock-exchange para Re = 1225 (reprodu-
zida na Figura 3.9.). O estudo demonstrou, por exemplo, que o ponto de velocidade
nula da corrente esta localizado atrás do nariz da corrente e explorou o complexo
processo de formação das estruturas de lobos-e-fendas. Necker et al. (2002) estendem
o estudo a Re = 2240. Cantero et al. (2008) obtêm Re = 15000 na mesma configuração,
correspondendo a correntes com escala de altura de 0, 5m e velocidade de avanço
da frente de 3cm/s. Espath et al. (2014) apresentam simulações com condição de
não deslizamento no fundo e comparam seus resultados com experimentos de Rooij e

5Em THI, o espectro de energia cinética turbulenta (i.e., 1
2 〈u′iu′j〉) representa a distribuição da energia

associada as escalas do escoamento em função do número de onda. O mesmo é obtido no espaço
de Fourier por meio da soma da integral das cascas da esfera, centrada na origem, de raio k (Sagaut
(2006, p. 286–287) ou Pope (2000, p. 188–189) para demonstração).

6Sagaut (2006) explica que três regiões características podem ser verificadas no comportamento da
função espectro de energia E(k): A região de grande escalas (1), onde a turbulência é produzida. Essas
escalas são acopladas ao campo médio e são afetadas pelas condições de contorno, portanto não
possuem caráter universal. Contudo, seguindo os argumentos referentes ao caráter finito da densidade
espectral de energia (i.e., A(k) = E(k)/4πk2), podemos dizer que E(k) ' k4 − k2 para k � 1. A região
inercial (2), associada às escalas intermediárias, na qual a energia é transferida por interação não-
lineares, sem ação de viscosidade ou produção. O espectro de energia depende apenas de k e ε. Como
a energia é transferida sem perda, ε permanece constante. Supondo que existe uma forma auto-similar
do espectro, por argumentos dimensionais obtêm-se E(k) ∼ ε2/3k−5/3. Na região dissipativa (3), as
menores escalas são responsáveis pela dissipação de energia cinética pela viscosidade e apresentam
um decrescimento até ηK .
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Figura 3.8. Solução de uma DNS de THI em espaço de espectral em função do
número de onda. Os modos com significado físico estão dentro do cubo de aresta
2kmax delimitado pela linha tracejada. Três esferas são identificadas: a de raio kmax

(máximo número de onda resolvido nas três direções), a de radio kDI correspondendo
as escalas de energia da região inercial do espectro e kE, raio correspondendo ao pico
de energia associado a escala integral. Fonte: Pope (2000, p. 351).

Dalziel (2001) e com simulações de Necker et al. (2002). Mesmo estando limitada a
escalas de laboratório, DNS provém informações detalhadas da estrutura e estatísticas
dos escoamentos, sendo uma ferramenta excelente de pesquisa.

Neste contexto, LES entra como alternativa para redução do custo computacio-
nal e a viabilização de cálculos em grandes domínios, por exemplo, ou a investigação
dos efeitos induzidos pelo número de Reynolds de valores encontrados em labora-
tórios (5000 < Re < 50000) a valores O(106) que são comparáveis aos observados
na natureza. Neste tipo de cálculo, efetuados em resoluções muito inferiores à DNS,
as pequenas escalas são removidas com o uso de filtros numéricos e seus efeitos
introduzidos por meio de modelos. A Figura (3.10.) apresenta um espectro de ener-
gia cinética em escalas log-log com a indicação da área de atuação da DNS e LES.
Em LES as grandes escalas (ou as escalas mais energéticas) do escoamento são
resolvidas enquanto que as pequenas escalas que apresentam um comportamento
universal são, geralmente, modeladas por meio de um tensor de submalha que precisa
ser incluído para garantir o fechamento do sistema de equações governantes. Isto
não só garante uma redução do número de graus de liberdade necessários para a
simulação, mas evitam o acúmulo de energia nas pequenas escalas.

No contexto de correntes gravitacionais, Ooi et al. (2007) introduzem LES-2D.
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Figura 3.9. Isolinhas de concentração para tempos diferentes obtidas por DNS em
configuração lock-exchange. Fonte: Härtel et al. (2000b).

Figura 3.10. Ilustração do espectro de energia resultantes de DNS e LES. Energia das
escalas em função do número de onda k. kc representa o número de onda de corte
introduzido pela malha de cálculo em LES. Fonte: Pope (2000, p. 609).

Ooi et al. (2009) investigam via LES-3D correntes salinas em lock-exchange sobre um
fundo rígido e plano. Eles investigaram o efeito do Re na estrutura do escoamento junto
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ao fundo e das distribuições de velocidade de fricção. E concluíram que o arrasto do
sedimento aumenta, aumentando o Re da corrente. Constantinescu (2014) apresenta
simulações de grandes escalas a números de Reynolds de até 126.000. Os resultados
demonstram que a metodologia LES explícito com modelos de submalha consegue
captar às estruturas globais da corrente e que a influência do número de Schmidt é
mínima sobre a velocidade de avanço da corrente.

Segundo Rafei et al. (2017), a simulação de grandes escalas implícita, do inglês
implicit large-eddy simulation (ILES), é uma foma não convencional de simulação de
grandes escalas introduzida por Boris et al. (1992). A ideia não requer o emprego de
modelo submalha: o efeito dissipativo das pequenas escalas é incorporado de maneira
intrínseca no comportamento dos esquemas numéricos utilizados na simulação. Esta
forma de LES é caracterizada por uma dissipação numérica inerente que desempenha
o papel de um modelo de escala submalha que está implícito e, neste caso, não
emula (ou modela), mas dissipa as pequenas escalas de movimento do escoamento.
Rafei et al. (2017) também comentam que ILES ainda não recebeu uma aceitação
universal na comunidade acadêmica devido à falta de fundamentação teórica que
de suporte a esta metodologia e, que apesar disto, diversos grupos de pesquisa
têm utilizado ILES, comparando seus resultados com casos de escoamentos bem
conhecidos o que tem aumentando a credibilidade do método. Além disso, o fato de
que nenhum modelo SGS é usado evita erros de modelagem que afetem a exatidão
da solução numérica, em contraste com a abordagem explícita de LES, onde os erros
de modelagem, diferenciação e aliasing podem ter impactos na solução numérica.

Na abordagem convencional de ILES, a dissipação sintética é adicionada por
meio da discretização do termo convectivo (procedimento chamado de upwinding).
Em uma abordagem mais recente, Lamballais et al. (2011) propõe a realização de
ILES por meio de uma dissipação numérica controlada incluída nos esquemas de
derivação de segunda ordem utilizados na discretização dos termos viscosos por
meio da modificação dos coeficientes. Esta abordagem se mostrou muito precisa
em comparação com resultados DNS (como pode ser visto em Dairay et al. (2015) e
Dairay et al. (2017)) o que indica a eficiência da abordagem ILES, que é totalmente
independente da modelagem de pequenas escalas.

3.5. Aproximação de Boussinesq

Lesieur (2008, p. 52) define a Aproximação de Boussinesq como uma simpli-
ficação que nos permite considerar variações de densidade quando as pressões e
densidades estão próximas as do estado de equilíbrio hidrostático. Em sua essência,
a aproximação assume que as grandezas envolvidas no escoamento apresentam
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pequenas variações do seu estado de base e não que as mesmas sejam constantes.
A aproximação, geralmente, é válida para casos de convecção natural e simplifica as
equações governantes ignorando as variações de densidade com exceção dos termos
multiplicados pela aceleração da gravidade. Ou seja, no estudo de correntes gravitaci-
onais, podemos desprezar variação de densidade no termo inercial das equações e
considera somente variações no termo de empuxo.

Por outro lado, o uso de um sistema de equações simplificado pela Aproximação
de Boussinesq acaba restringindo a análise para casos de baixas concentrações, visto
que em correntes com altas concentrações as variações de densidade são significati-
vas e aproximação não é mais válida, sendo necessário a resolução do sistema de
equações muito mais complexo. Por análise dimensional, baixas concentrações nos
limitam a valores máximos O(5%). Entretanto não há consenso na literatura até qual
valor de concentração se faz válida a hipótese de, visto que o valor está associado ao
material considerado. No contexto de pequenas variações, outra simplificação é a de
não considerar a viscosidade dinâmica das correntes como função da concentração.

Lowe et al. (2005) e Birman et al. (2005) investigam correntes conservativas em
função da relação de densidades

γ =
ρ̂a
ρ̂c
, (3.8)

onde ρ̂a e ρ̂c representam valores médios dos coeficientes de massa específica do
fluido ambiente e da corrente, respectivamente. Birman e Meiburg (2006) investigam
via DNS 2D correntes para diferentes valores de γ e utilizam um sistema de equações
incompressível completo, não simplificado pela Aproximação de Boussinesq. Na
Figura 3.11. percebe-se que em uma simulação com γ = 0, 92, a corrente mantém
simetria entre os lados. Para os casos com γ . 0, 9 verifica-se a perda de simetria,
especialmente no processo de pareamento de vórtices. Além disso, percebe-se um
sensível aumento na velocidade de avanço da corrente em função da diminuição da
relação de densidades.

Para os casos não-conservativos, ou seja, correntes formadas pela mistura
de partículas sólidas com o fluido ambiente, Mulder e Alexander (2001) aproximam
a massa específica da corrente como uma combinação da massa específica das
partículas ρ̂p e da fração volumétrica Cr, na forma

ρ̂c = ρ̂a + (ρ̂p − ρ̂a)Cr. (3.9)

Pode-se, assim, estimar a relação de densidades de uma corrente não-conservativa

γ =
ρ̂a

(ρ̂p − ρ̂a)Cr + ρ̂a
, (3.10)
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Figura 3.11. Contornos de concentração para simulações com diferentes valores de γ
com Re = 4000 em t = 10, mostrando a mudanças nas velocidade da frente e altura
das correntes das correntes. Fonte: Birman e Meiburg (2006)

deixando em evidencia

γ =
1

1 +RCr

, com R =
ρ̂p
ρ̂a
− 1. (3.11)

De acordo com Mulder e Alexander (2001), correntes que não contém material
coesivo em sua composição apresentam reologia Newtoniana para valores de Cr de
até 40%. Neste trabalho será considerado que uma corrente pode ser aproximada por
um sistema de equações simplificado pela Aproximação de Boussinesq se γ > 0.95.
Ou seja, para correntes não-conservativas (com material em suspensão) considera-
se valido o sistema de equação simplificado pela Aproximação de Boussinesq não
somente em função da concentração, mas em função da relação de densidades. Isso
permite, por exemplo, considerar na análise correntes com material de pequena massa
específica e grandes concentrações, bem como correntes com material de elevada
massa específica e pequenas concentrações. A Figura 3.12. ilustra o comportamento
de γ em função unicamente de R e Cr.

3.6. Sedimentação de partículas

Baseado na teoria de fluidos ao redor de uma esfera, uma partícula com
densidade maior que a do fluido em que se encontra irá acelerar devido ao seu peso
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Figura 3.12. Relação de densidades γ para correntes com partículas em suspensão
(não-conservativas) em função da diferença relativa de massa específica R e da fração
volumétrica de partículas Cr.

até alcançar uma velocidade de queda constante (JULIEN, 2010). Esta velocidade
está relacionada com o peso da esfera, forças de empuxo e de arrasto. Por meio do
balanço de forças sobre a esfera em função das propriedades da partícula e do fluido
ambiente, pode-se obter a chamada lei de Stokes (MILLIKAN, 1923). A mesma é uma
aproximação razoável se aplicada à partículas esféricas de pequeno diâmetro e em
baixas concentrações (para que efeitos floculação sejam desprezíveis). Neste trabalho
utiliza-se a aproximação proposta por Ferguson e Church (2004) para a velocidade
de sedimentação. A relação estende a lei de Stokes e pode estimar a velocidade de
queda para partículas com diâmetros maiores que 100µm, na forma

us =
1

Û

Rĝd̂2

18ν̂ + (0.3Rĝd̂3)0.5
, (3.12)

sendo ĝ é a gravidade, d̂ o diâmetro da partícula, Û a velocidade característica do
escoamento para fins de adimensionalização. Ao analisar a Eq. (3.12), percebe-se
que para pequenos diâmetros de partículas os efeitos viscosos predominam, mas se
tornam desprezíveis para grandes diâmetros. A relação se reduz a lei de Stokes se
o diâmetro de sedimento for pequeno e tende a um valor de arraste constante para
sedimento grosso. Gladstone et al. (1998) sugere que a velocidade de sedimentação
pode ser até 30% menor do que a aproximada se a partícula possuir uma forma com
muitos ângulos, devido ao incremento das forças de arrasto. Sabe-se que a velocidade
de queda sofre um decréscimo com o aumento da concentração. Estas variações
apresentam pequena ordem de magnitude e, juntamente com efeitos de inercia e
interações entre partículas, não serão consideradas neste trabalho.
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4. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA

Neste capítulo, são apresentados conceitos utilizados para a definição do con-
junto de equações governantes que regem a dinâmica do escoamento. As equações
governantes são apresentadas em sua forma adimensional e geral para os casos
DNS/LES, sendo válidas para todas as configurações de escoamentos investigadas.
Na parte final, é apresentado um detalhamento das condições de contorno do domínio
computacional.

Em experimentos laboratoriais, correntes gravitacionais são formadas por pe-
quenas de diferenças de densidade. Nesta condição, a aproximação de Boussinesq
pode ser empregada e consequentemente, as variações de massa especifica são
desprezadas, com exceção do termo gravitacional. Pode-se também considerar um
campo escalar para avaliar-se a dispersão do campo de concentração (e.g., salina ou
de partículas), por meio de uma formulação Euleriana via uma equação de transporte.

4.1. Equações governantes

Escoamentos com sedimentos em suspensão podem ser modelados pela avali-
ação combinada de equações de conservação da massa, quantidade de movimento e
transporte de quantidades escalares. No presente estudo, consideram-se as hipóteses
de escoamento incompressível, pequenas concentrações de partículas e assumindo
pequenas e lineares variações de densidade em função da concentração de partículas.
O que possibilita o emprego das equações de Navier-Stokes (NS) simplificadas pela
a aproximação de Boussinesq. O comportamento do campo de concentração de
partículas pode ser descrito com a equação do transporte escalar em que a velocidade
de convecção das partículas é dada pela soma da velocidade local do fluido ui e
da velocidade de sedimentação das partícula us, positiva no sentido da aceleração
da gravidade. Aqui utiliza-se a formulação Euleriana em que não simulam-se indivi-
dualmente as partículas, senão por meio da concentração das mesmas no domínio
de cálculo. Esta formulação pode ser empregada quando o número de Stokes das
partículas analisadas são muito menores que a unidade, portanto considera-se que a
sua velocidade seja equivalente à do escoamento, a mesma foi investigada inicialmente
na forma monodispersa para uma granulometria uniforme por Necker et al. (2002),
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Espath et al. (2013), e estendida, nos trabalhos de Francisco (2014), Schuch (2016),
Francisco et al. (2017), para avaliar casos com múltiplas frações de partículas (de
granulometria variada), sendo necessário a resolução de uma equação para cada
diâmetro de partículas considerado. A esta metodologia dá-se o nome polidispersa e
neste contexto, temos que a concentração de partículas total das frações ct (não pode
ser superior a unidade) é dada por

ct =
N∑
`=1

c`; ` = 1, ..., N, (4.1)

sendo N o número total de frações granulométricas consideradas. Cada fração ` con-
siderada possui um valor de concentração médio inicial c0,`, um valor de velocidade de
queda us,` e uma constante de difusividade mássica do material κ`. Como este trabalho
investiga escoamentos em diferentes configurações, via DNS e LES, e por questão de
simplicidade as equações governantes são apresentadas na forma adimensional

∂uj
∂xj

= 0, (4.2a)

∂ui
∂t

= −uj
∂ui
∂xj
− ∂p

∂xi
+

(
1

Re
+ νt

)
∂2ui
∂xj∂xj

+
∂νt
∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ egiRi ct,

(4.2b)

∂c`
∂t

= −(uj + us,`e
g
j )
∂c`
∂xj

+

(
1

ReSc`
+ κt

)
∂2c`
∂xj∂xj

+
∂κt
∂xj

∂c`
∂xj

, ` = 1, ..., N

(4.2c)

sendo que xi representa os eixos de coordenadas espaciais, ui as componentes
da velocidade, p a pressão e egj = (0,−1, 0) o vetor unitário agindo na direção da
gravidade. Em DNS, têm-se νt = κt = 0. Em LES, implícito (νt = κt = 0) e explícito
(νt 6= 0 e κt 6= 0), as grandezas resultantes são filtradas pela malha de calculo (e.g.,
ui, p, c`). Para correntes conservativas tem-se us,` = 0 e ` = 1 (caso monodisperso).
Detalhes sobre o procedimento de adimensionalização podem ser encontrados nos
anexos de Francisco (2014) e Schuch (2016). Com relação a nomenclatura, a equação
da quantidade de movimento é composta pelos seguintes termos, respectivamente:
aceleração local, aceleração convectiva (ou termo não-linear), gradiente de pressão,
termo viscoso (Laplaciano da velocidade), termo fechamento ou de modelo (nos casos
de LES explícita) e o termo de empuxo ou gravitacional.

Define-se um domínio adimensional para a resolução das Eqs. (4.2). As
dimensões espaciais: L1, L2 e L3 são adimensionalizadas por meio da divisão com a
escala de comprimento característico: Ĥ. Os grupos de parâmetros adimensionais
introduzidos nas equações governantes são: o número de Reynolds,

Re =
ÛĤ

ν̂
, (4.3)
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sendo Û a escala de velocidade característica e ν̂ a viscosidade cinemática media
do fluido. Os valores de Û e Ĥ são obtidos em função do escoamento. O número de
Richardson1,

Ri =
ĝ′Ĥ

Û2
, (4.4)

razão entre as forças de empuxo e inerciais, função da gravidade reduzida

ĝ′ = ĝ
ρ̂c − ρ̂a
ρ̂a

. (4.5)

O número de Schmidt

Sc` =
ν̂

κ̂`
, (4.6)

razão entre difusão de quantidade de movimento, onde κ̂` é a difusão mássica do
material da fração de partículas considerada. Segundo Härtel et al. (2000a), se
Sc ≥ O(1) o mesmo apresenta mínimos efeitos na dinâmica da corrente. O aumento do
mesmo, reduz a difusividade das partículas, e por consequência gera forte refinamento
das estruturas geradas no campo de escalar. Ou seja, o transporte escalar ocorre em
escalas menores que o menor vórtice. Bonometti e Balachandar (2008) confirmam
que o Sc apresenta fraca influência sobre a estrutura e a dinâmica da corrente se
Re > O(104) e que os padrões de lobos-e-fendas são independentes do mesmo. Para
casos de Re < 104, as estruturas de mistura e velocidade da frente sofrem fortes
efeitos de difusão. Neste trabalho considera-se Sc igual a unidade.2 Dessa forma, as
estrutura turbulentas geradas no campo de escalar tem a mesma ordem de grandeza
das escalas de movimento do campo de velocidades e a mesma malha de cálculo
pode ser considerada.

4.2. Domínios fechados

Correntes em configuração do tipo lock-exchange e liberação de volume finito
são produzidas em domínios computacionalmente fechados, visto que não há entrada
ou saída de fluido. Nestes casos, ocorre a conversão da energia potencial inicial em

1O sistema de equações esta acoplado se Ri > 0, ou seja, o campo escalar influencia na advecção
do campo de velocidades de forma ativa. Se considerarmos um campo escalar para representar, por
exemplo, temperatura em um sistema Boussinesq, tem-se um escalar dito homogêneo ou passivo, visto
que as variações de densidade devido a variação de temperatura são, neste contexto, insignificantes
(i.e, Ri→ 0).

2O espectro de escalas presentes no campo escalar é sensível ao Sc. Segundo Yeung et al. (2004):
se Sc . 1 a menor estrutura presente no campo escalar é conhecida como a escala de Obukhov-Corrsin,
estimada por ηOC ≡ ηKSc

−3/4 (onde ηK é a escala de Kolmogorov (Eq. (3.7))), enquanto que para
Sc � 1 a menor escala é conhecida como a escala de Batchelor, estimada por ηB ≡ ηKSc

−1/2. Se
Sc = 1 tem-se ηOC = ηB = ηK .
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energia cinética. Como condição inicial (t = 0) todo o domínio encontra-se em repouso
ui = 0 e com um volume de fluido mais denso enclausurado em um subdomínio com
dimensões L̂1b×L̂2b×L̂3b separado por uma placa. Se igualarmos a fórmula da energia
cinética com a potencial, e considerando a distância até o centro de gravidade da
massa de fluido com maior densidade, obtemos a velocidade característica, conhecida
como velocidade de empuxo, na forma

Û =

√
ĝ′L̂2b. (4.7)

Já escala de comprimento característico pode ser arbitrada. Normalmente
considera-se Ĥ = L̂2b ou (b) Ĥ = L̂2b/2. A primeira opção resulta em domínios
menores e Re maiores enquanto que a segunda, domínios maiores e Re menores. A
velocidade característica de empuxo é independente do comprimento característico.
Por definição, se considerado a escala (a) o número de Richardson simplifica-se a
unidade, caso contrario (b) o mesmo é a metade.

Segundo Shin et al. (2004) se a altura da coluna de fluido com concentração
equivale a altura do domínio, L2 = L2b da-se o nome de liberação completa, entretanto
se L2 > L2b o caso é conhecido por nos casos conhecidos como liberação parcial. Se
a placa estiver posicionada no meio do domínio, ou seja, L1b = L1/2 tem-se um caso
em lock-exchange. Quando L1b < L1/2 tem-se um caso de liberação de volume finito,
ver exemplo na Fig. 4.1.

Figura 4.1. Esquema de um escoamento tipo liberação de volume finito em domínio
fechado. Fonte: Espath et al. (2014).

4.3. Domínios abertos

Em configurações numericamente abertas há prescrição da distribuição de
entrada de velocidade nos contornos do domínio de cálculo, como consequência (pela
condição de incompressibilidade) se faz necessário uma saída. Nesta configuração
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Figura 4.2. Esquema de domínio aberto em transição canal/bacia.

geralmente são obtidos escoamentos do tipo fluxo contínuo. Nestes casos, não há
necessariamente energia no tempo inicial, e geralmente há a injeção de fluido com ou
sem partículas para o sistema, e portanto, Û é aproximado como o valor de velocidade
média de injeção e Ĥ a espessura da janela de injeção ou a espessura média da
corrente. Como condição inicial (t = 0) todo o domínio encontra-se em repouso e sem
partículas em suspensão, c` = ui = 0. Na entrada utiliza-se a condição de contorno
de Dirichlet. Para o controle da vazão de entrada de fluido, é utilizada uma função de
controle

Q(t) = tanh

(
2t

t1

)[
1

2
− 1

2
tanh

(−2t+ t2 + t3
t2 − t3

)]
, (4.8)

parametrizada por três tempos característicos: t1, t2 e t3, que representam, respectiva-
mente, o tempo de aceleração (t1), tempo de inicio da desaceleração (t2) e o tempo
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Figura 4.3. Ilustração dos perfis de velocidade, de concentração de sedimentos e da
função de controle de vazão.
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final de injeção de partículas no domínio (t3). A componente de velocidade longitudinal
u1 é prescrita sobre o contorno (x1 = 0) por um perfil de velocidades parametrizado
pela constante δ1 e δ2, na forma

u1(t, x2) =

δ1x2 exp

(
δ2

2
x2

2

)
Q(t) se 0 ≤ t ≤ t3,

0 se t > t3,
(4.9a)

u2 = u3 = 0. (4.9b)

O perfil de concentração de sedimentos na entrada do domínio, função de δ3, é
dado por

c`(t, x2) =


exp

[
−
(
x2

δ3

)2
]
c0` se 0 ≤ t ≤ t3,

0 se t > t3.

(4.10)

A partir do primeiro passo de tempo se dá a entrada de partículas segundo o
perfil de concentração c` até o tempo final de injeção t3. A Fig. 4.3. ilustra os perfis de
velocidade e de concentração. Os valores de δ1, δ2 e δ3 são função de cada caso e
podem ser estimados com dados experimentais.

No contorno de saída, o código permite o fluxo de velocidade e concentração
através de uma equação de convecção unidimensional

∂c`
∂t

+ U b,1 ∂c`
∂x1

= 0, (4.11a)

∂ui
∂t

+ U b,u
j

∂ui
∂xj

= 0, (4.11b)

onde U b,1 é a velocidade de convecção normal ao contorno para o campo de concentra-
ção de partículas, enquanto U b,u

j é a velocidade de convecção associada ao transporte
de vórtices para fora do domínio computacional (mais informações sobre este tipo de
condição de contorno em Le et al. (1997, p. 353) e Ol’Shanskii e Staroverov (2000)).
Em todas as simulações foram consideradas velocidades convectivas (normais à saída)
U b,1 = U b,u

j = 1.

O topo do domínio, x2 = L2, é tratado como uma superfície não deformável por
meio da condição de deslizamento livre para velocidade

∂u1

∂x2

= u2 =
∂u3

∂x2

= 0. (4.12)

O fundo do canal considerado como uma parede não-deformável e portanto é
imposta uma condição de não deslizamento para a velocidade, ui = 0. Para os casos
conservativos considera-se fluxo nulo de concentração na parede. Para os casos
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não-conservativos, o depósito de partículas no fundo do canal é emulado, por meio de
uma condição de contorno do tipo Dirichlet, segundo a equação

∂c`
∂t
− us,`

∂c`
∂x2

= 0. (4.13)

Cada fração de partículas deixa o domínio com velocidade de queda us,` constante
na direção do vetor gravidade. Vale ressaltar que a altura da camada de depósitos
nos casos investigados é muito pequena, portanto, alterações da topologia do fundo
decorrentes do acúmulo de partículas e/ou erosão são desconsideradas.
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5. METODOLOGIA NUMÉRICA

5.1. Código computacional

Neste trabalho empregou-se o código computacional livre Incompact3d1 uti-
lizado para resolver numericamente o conjunto de equações governantes (4.2). O
mesmo é escrito em Fortran e foi projetado para DNS e LES de escoamentos in-
compressíveis nas mais diversas configurações, permitindo calcular até as mais finas
escalas (LAIZET; LAMBALLAIS, 2009). O código de arquitetura paralela é construído
sobre uma biblioteca de decomposição bidimensional do domínio de cálculo (2DE-
COMP), deixando flexível e eficiente a utilização do código em qualquer sistema, de
computadores pessoais a grandes supercomputadores (LI; LAIZET, 2010).

O termo convectivo da equação de NS é resolvido na formulação anti-simétrica
por ser condicionalmente estável e para minimizar erros de aliasing (distorção numérica
no sinal) que resultam ao se avaliar termos não-lineares em malhas cartesianas
(KRAVCHENKO; MOIN, 1997). Já o termo não-linear da equação do transporte
é resolvido, necessariamente, na forma não-conservativa, visto que os campos de
velocidade e escalar podem possuir condições de contorno distintas.

O código utiliza o método de predição-correção (CHORIN, 1968), no qual
primeiro calculam-se os termos convectivo e difusivo da equação de quantidade
de movimento (4.2b) para um tempo tk e, na sequência, um valor da velocidade
intermediária. Conhecendo este, aplica-se o acréscimo do gradiente de pressão para
avançar ao tempo k+1 e o divergente sobre a equação resultante. Determina-se o valor
da pressão pk+1 e obtêm-se a velocidade em k + 1. Por fim, conhecendo a velocidade
uk+1
i , verifica-se a condição de incompressibilidade da maneira supramencionada.

O gradiente de pressão é obtido pela resolução de uma equação de Poisson (e.g.,
∇2a = b) no espaço espectral com o uso de transformada rápida de Fourier (LAIZET;
LAMBALLAIS, 2009). O avanço no tempo é feito pelo esquema de integração temporal
linear de múltiplos passos de terceira ordem de Adams-Bashforth (AB3).

1O código computacional utilizado com a implementação de todas os métodos mencionados neste
trabalho esta disponível em <https://github.com/xcompact3d/Incompact3d>

https://github.com/xcompact3d/Incompact3d
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5.2. Discretização espacial

Os termos não-lineares do sistema de equações apresentam derivadas parciais
de primeira ordem. Pode-se obter esquemas de derivação por diferenças finitas (DF)
de alta ordem de exatidão por meio da expansão de séries de Taylor (MOIN, 2010). Ao
considerar-se o valor da primeira derivada de uma função fi no ponto i, e ao incluir
pontos próximos e suas derivadas no estêncil em questão obtêm-se os chamados
esquemas compactos. Neste contexto, o valor da primeira derivada de uma função
fi no ponto i depende do valor da função nos pontos próximos (fi−2, fi−1, fi+1, fi+2)
e suas derivadas (f ′i−2, f ′i−1, f ′i+1, f ′i+2). Lele (1992) investiga esta ideia e propõe
esquemas compactos sob uma aproximação geral

αf ′i−1 + f ′i + αf ′i+1 =

a
fi+1 − fi−1

2∆x
+ b

fi+2 − fi−2

4∆x
+ c

fi+3 − fi−3

6∆x
,

(5.1)

onde os parâmetros a, b, c, α são relacionados por equações de restrição para cada
ordem de exatidão desejada (equações 2.1.1 à 2.1.5 de (LELE, 1992, p 40)). Casos
com α = 0 geram esquemas explícitos, entretanto casos com α 6= 0 resultam em
esquemas tri-diagonais que são facilmente resolvidos com o uso do algoritmo de
Thomas (eliminação de Gauss simplificada) e apresentam boa relação entre exatidão
numérica e custo computacional. Para verificar a exatidão do esquema numérico em
função do conjunto de parâmetros utilizados, podemos utilizar o conceito de número
de onda modificado (demonstração no Apêndice B.1)

k′(w) =
a(w) + (b/2)(2w) + (c/3) sin(3w)

1 + 2α cos(w)
. (5.2)

A Figura 5.1. demonstra o comportamento espectral, por meio da Eq. (5.2), de
esquemas centrados sobre a aproximação 5.1 para diferentes conjuntos de parâmetros.
No código em questão, pelos motivos supracitados, para quase totalidade do domínio
emprega-se um esquema de derivada de primeira compacto centrado, com sexta-
ordem de exatidão, obtido com os parâmetros a = 14/9, b = 1/9, α = 1/3 e c = 0.
Nos contornos do domínio (i = 1 e i = n), utiliza-se um esquema de terceira-ordem
descentrado com coeficientes α = 2, a = −5/2, b = 2 e c = 1/2. Para os vizinhos dos
contornos (i = 2 e i = n − 1) se utiliza um esquema centrado de quarta-ordem com
α = 1/4, a = 3/2. A redução da ordem de exatidão dos esquemas de derivadas nos
contornos é desprezível e não reduz a ordem global do código (LAIZET; LAMBALLAIS,
2009). Estes esquemas apresentam comportamento ’quase-espectral’ devido à alta
exatidão numérica e sub-dissipativos visto que não conseguem acompanhar a solução
exata nos grandes números de onda.
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Figura 5.1. Gráfico do número de onda modificado k′ (Eq. (5.2)) vs número de onda k
para aproximações da derivada de primeira ordem f ′ centradas: (a) derivada exata,
(b) esquema de segunda-ordem explícito, (c) esquema de quarta-ordem explícito
(α = 1/4), (d) esquema de quarta-ordem compacto ou Padé (α = 1/4), (e) esquema
de sexta-ordem compacto ou Padé (α = 1/3).

A mesma metodologia pode ser desenvolvida para a aproximação das derivadas
de segunda ordem utilizadas na discretização do termo viscoso (Laplaciano) na forma

αf ′′i−1 + f ′′i + αf ′′i+1 =

a
fi+1 − 2fi + fi−1

∆x2
+ b

fi+2 − 2fi + fi+2

4∆x2
+ c

fi+3 − 2fi + fi−3

9∆x2
+ d

fi+4 − 2fi + fi−4

16∆x2
,

(5.3)

onde os coeficientes a, b, c, d e α da aproximação estão correlacionados por restrições
(equações 2.1.1 à 2.1.5 de Lele (1992)).

A exatidão do conjunto de parâmetros pode ser avaliada no espaço espec-
tral, por meio do número de onda modificado quadrado, com a seguinte equação
(demonstração no Apêndice B.2)

k′′(w) =
2a(1− cos(w)) +

b

2
(1− cos(2w)) +

2c

9
(1− cos(3w)) +

d

8
(1− cos(4w))

1 + 2α cos(w)
. (5.4)

5.2.1. Núcleo para DNS

Devido à necessidade de controlar os erros de aliasing e o aparecimento de
ruído (wiggles) junto às menores escalas (fenômeno comum em códigos de DF),
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Lamballais et al. (2011) desensolvem um conjunto de coeficientes para a derivada de
segunda ordem, sobre a aproximação Eq. (5.3), parametrizados sobre uma constante
arbitrária n. O mesmo foi idealizado para imitar o conceito de hiperviscosidade,
utilizado para o mesmo fim em códigos espectrais. A manipulação dos coeficientes
equivale à adição de um filtro numérico, que se adapta localmente às pequenas
escalas, junto à derivada. Não são adicionadas equações extras ou modelos, a
dissipação ocorre precisamente nas escalas desejadas e na intensidade desejada.
Os coeficientes modificados são utilizados nos esquemas de discretização do termo
viscoso da equação de quantidade de movimento (4.2b). No núcleo proposto, a
intensidade da dissipação é controlada por um parâmetro único.

DNS são efetuadas com resoluções marginais (muito próximas às menores
escalas) devido ao alto custo associado. Mesmo com a utilização de esquemas de
derivação de alta ordem e a formulação adequadas, é normal o aparecimento de
oscilações espúrias junto as pequenas escalas. Estas flutuações, conhecidas como
wiggles, podem ser controladas com o uso de malhas ainda mais refinadas, resultando
em um enorme aumento no custo computacional das simulações. Lamballais et
al. (2011) propõe um conjunto de coeficientes para a aproximação da derivada de
segunda ordem, que garante a introdução de dissipação numérica por meio de um
comportamento super-dissipativo. Este artifício, chamado de viscosidade turbulenta
espectral, do inglês Spectral Vanishing Viscosity (SVV), é similar ao conceito do
método de upwinding, no qual utilizam-se esquemas de derivada de primeira ordem
explícitos descentrados de para se introduzir dissipação numérica adicional. Esta
técnica, comum em códigos de DF de baixa ordem, é cara visto que exige a inversão
de sistemas matriciais pentadiagonais. Lamballais et al. (2011) demonstram que a
metodologia de SVV maior ordem de exatidão e custo desprezível, se comparado ao
uso de esquemas upwinding. No seguinte conjunto de coeficientes para DNS, referido
como O6DNS,

α =
272− 45k′′c ∆x2

416− 90k′′c ∆x2
,

a =
48− 135k′′c ∆x2

1664− 360k′′c ∆x2
,

b =
528− 81k′′c ∆x2

208− 45k′′c ∆x2
,

c =
−432 + 63k′′c ∆x2

1664− 360k′′c ∆x2
,

d = 0, (5.5)

sendo o número de onda modificado quadrático para número de onda k∆x = π

avaliado como k′′c ∆x2(n) = nπ2, de forma que a intensidade do erro de dissipação
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numérica introduzida nos maiores números de onda é livremente ajustada por n. Para
DNS, geralmente utiliza-se n = 4 (valor cuidadosamente investigado na seção de
discussões de Lamballais et al. (2011)). Pode-se aumentar o valor de n de maneira
a utilizar o efeito de dissipação, de forma análoga a um modelo de submalha, para
controlar o acúmulo de energia das escalas não resolvidas no escoamento. Entretanto,
para valores maiores que 10, por exemplo, sabe-se que esta metodologia aumenta
muito a viscosidade e exige uma redução excessiva no passo de tempo, devido a
estabilidade do esquema de integração temporal.

5.2.2. Núcleo para ILES

Para resolver esta limitação e utilizar o conceito de ISVV em simulações LES
com elevado número de Reynolds, Dairay et al. (2015) desenvolvem um segundo
núcleo com dois parâmetros, permitindo um grau de liberdade extra no controle da
dissipação introduzida pelos esquemas. Dairay et al. (2017) apresentam uma profunda
investigação sobre esta metodologia de LES implícita, discutindo seus pontos positivos
e comparando com os modelos explícitos no contexto do problema de vórtices de
Taylor-Green (TGV) (escoamento homogêneo). O conjunto de coeficientes projetados
para simulação de grandes escalas, referido como O6LES,

α =
1/2− (320k′′m∆x2 − 1296)

405π2 − 640k′′m∆x2 + 144
,

a =
−(4329π2/8− 32k′′m∆x2 − 140π2k′′m∆x2 + 286.)

405π2 − 640k′′m∆x2 + 144
,

b =
2115π2 − 1792k′′m∆x2 − 280π2k′′m∆x2 + 1328

405π2 − 640k′′m∆x2 + 144
,

c =
−(7695π2/8 + 288k′′m∆x2 − 180π2k′′m∆x2 − 2574)

405π2 − 640k′′m∆x2 + 144
,

d =
198π2 + 128k′′m∆x2 − 40π2k′′m∆x2 − 736

405π2 − 640k′′m∆x2 + 144
, (5.6)

onde k′′m∆x2 = k2
m(n exp(−((π − km)/(0.3π − km))2) + 1). A intensidade é função do

parâmetro n, enquanto que agora a faixa de números de onda atingidos é dada por
um segundo parâmetro km, fixado em 2π/3. A intensidade de dissipação por meio
desse método para diferentes valores do parâmetro n podem ser encontrados na
Figura 5.2., onde é possível visualizar o número de onda no eixo das abcissas, em
que maiores números de onda representam menores escalas de turbulência. Já no
eixo das ordenadas, pode ser visualizada sobredissipação ou subdissipação numérica,
em que a solução espectral representa a solução exata.

Dairay et al. (2015) comentam que o pequeno valor de dissipação numérica
introduzida por meio do uso do núcleo para DNS (O6DNS) é projetado exclusivamente
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Figura 5.2. Comparação entre núcleos para dissipação numérica artificial em esquemas
de derivada segunda. Linha sólida para esquema de um ponto (O6DNS). Linha
pontilhada representa esquema o de dois pontos (O6LES).

para o controle de erros numéricos na pequena escala, enquanto que o núcleo para
LES (O6LES) pode ser visto como um modelo de submalha2.

5.3. Formalismo LES e modelos submalha

Em LES considera-se que a região inercial do espectro de energia é mais ou me-
nos universal e pode ser parametrizada pela taxa de transferência de energia. Portanto
esta taxa for estimada de alguma forma, pode ser utilizada para modelar o efeito do
intervalo inercial nas simulações, evitando o custoso cálculo das escalas dissipativas
(JIMÉNEZ, 2002). No método LES, uma operação de filtragem é aplicada no sistema
de equações e cada grandeza é dividida em uma parte de grande escala e uma parte
de pequena escala (LEONARD, 1975). O primeiro nível de filtro, representado por (.), é
imposto pela malha de cálculo. O tensor de tensões residuais (termo de fechamento)3

pode ser estimado com base nos campos filtrados conhecidos

τij = uiuj − uiuj. (5.7)

Em LES explícito, o efeito das grandes escalas é calculado enquanto que
as escalas menores que a malha (ditas de submalha) são modeladas. De acordo

2A terminologia "submalha" é empregada pelo senso comum, apesar de Dairay et al. (2017)
comentarem que a o termo "subfiltro" seja mais apropriado.

3O mesmo é análogo ao tensor de tensões de Reynolds: 〈u′iu′j〉 = 〈uiuj〉 − 〈ui〉〈uj〉.
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com Germano et al. (1991), "as pequenas escalas do escoamento tendem a ser
mais isotrópicas que as grandes e, portanto, podem ser parametrizadas por meio de
modelos simples e universais". Os modelos de escala submalha, do inglês subgrid
scale (SGS), baseiam-se na suposição de uma viscosidade turbulenta, do inglês eddy
viscosity, e consideram que a produção e a dissipação de energia em pequena escala
estejam em equilíbrio (energia adicionada e removida a uma taxa constante). Ou seja,
as grandes escalas do movimento são calculadas diretamente a partir da solução das
equações de NS filtradas, enquanto que as pequenas escalas são modeladas pelo
tensor SGS e seus efeitos traduzidos no sistema por meio da viscosidade turbulenta. A
Hipótese de Boussinesq assume que o tensor de tensões de Reynolds é proporcional
à componente simétrica sem traço do tensor taxa de deformação, e que haja um
alinhamento entre o tensor de tensões e o tensor de taxa de deformação, na forma

τij = −2νtSij. (5.8)

Estas abordagens introduzem no sistema um escalar adicional, conhecido como
viscosidade turbulenta νt, que permite a obtenção de um tensor submalha sob a
hipótese de Boussinesq.

5.3.1. Modelo Smagorinsky estático

Smagorinsky (1963) propõe o primeiro modelo de submalha para LES desenvol-
vido para simulações numéricas de circulação geral atmosférica. O mesmo (SMAG)
foi desenvolvido para turbulência homogênea e isotrópica e é baseado nas grandes
escalas do escoamento. O modelo assume que a viscosidade turbulenta é proporcional
ao comprimento do filtro de malha ∆ e possui a forma

νt = C2
S∆

2 ∣∣S∣∣ , (5.9)

sendo
∣∣S∣∣ =

√
2SijSij a magnitude do tensor taxa de deformação e CS o coeficiente de

Smagorisnky (e.g., CS = 0.065 ∼ 0.2). Sagaut (2006) comenta que o valor da constante
é independente do número de onda de corte kc = π/∆, mas função da forma do
espectro de energia e que, na prática, a mesma é ajustada para melhorar os resultados
das simulações. Lilly (1992) comenta que CS pode ser obtido assumindo que kc

encontra-se dentro da região de k−5/3 da cascata de energia cinética de Kolmogorov
para o espectro de energia E(k) = CKε

2/3k5/3 e requerendo que a dissipação media
do modelo de submalha seja idêntica a ε. Um valor aproximado valor para a constante
é obtido por

CS =
1

π

(
3CK

2

)−3/4

. (5.10)
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Para uma constante de Kolmogorov de CK ' 1.4 tem-se CS ' 0.18. O valor
de CK é desconhecido em escoamentos no contexto de engenharia, transicionais
e estratificados. A largura do filtro de malha, função do espaçamento, pode ser
estimada como ∆ = (∆x1∆x2∆x3)1/3. Moin et al. (1991) apontam algumas limitações
do modelo: (1) o valor ótimo da constante varia em função do escoamento; (2) o
modelo não cumpre o comportamento assintótico perto da parede; (3) o modelo não
desaparece em escoamentos laminares e é muito dissipativo em regiões de transição
laminar/turbulenta; (4) o modelo não permite a transferência reversa de energia (do
inglês backscatter ) das pequenas escalas para as grandes escalas.

5.3.2. Modelo Smagorinsky dinâmico

Visando adaptar o modelo para a estrutura local do escoamento, Germano et
al. (1991) propuseram um procedimento dinâmico. Neste método (DSMAG) o modelo
de Smagorisky é adaptado por meio do ajuste automático do valor da constante
C(x1, x2, x3, t) em cada ponto do domínio de cálculo no espaço e no tempo. No
contexto do modelo dinâmico, um segundo filtro (filtro de teste) com largura ∆̃ maior
que ∆ é necessário. O tilde (̃.) representa campos filtrados nas três direções do
escoamento com o uso do operador compacto de sexta-ordem (similar ao esquema
de derivada primeira) proposto por Lele (1992, p. 40) (conjunto de coeficientes C.2.8
com α = β = 0). O mesmo resulta em uma relação de 2 entre o filtro teste e a filtro de
malha: ∆̃ = 2∆.

Pode-se definir os tensores de tensões residuais baseadas no filtro de malha e
no filtro de teste, respectivamente

τij = uiuj − uiuj, (5.11)

Tij = ũiuj − ũiũj. (5.12)

Germano (1990) propõe uma identidade, obtida ao se aplicar o filtro de teste
sobre a Eq. (5.11) e a subtrair da Eq. (5.12)

Lij = Tij − τij = ũiuj − ũi ũj, (5.13)

que resulta no termo conhecido chamado de tensor de tensões resolvidas.

Se parametrizarmos ambos Tij e τij da mesma maneira (utilizando o modelo de
Smagorisnky, por exemplo), por meio da Eq. (5.8), tem-se

Tij = 2C2
S∆̃

2

|S̃|S̃ij, (5.14)
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τij = 2C2
S∆

2|S|Sij. (5.15)

Substituindo as Eqs. (5.15) e (5.14) na identidade Eq. (5.13), tem-se

Lij =

(
2C2

S∆̃
2

|S̃|S̃ij

)
−
(

2C2
S∆

2|S|Sij

)
. (5.16)

A constante C2
S fica em evidencia e é redefinida permitindo valores negativos

Lij = CDMij, (5.17)

em função do termo de modelo

Mij = 2∆
2|̃S|Sij − 2∆̃

2

|S̃|S̃ij. (5.18)

O resultado é uma relação em função de grandezas que são conhecidas e
obtidas com ui em função do espaço e do tempo. Não é possível isolar o valor de CD

para que o mesmo possa ser aplicado na Eq. (5.9), entretanto pode-se minimizar o
erro aplicando a técnica de mínimos quadrados de forma que se obtenha um valor
único. Na forma original proposta por Germano et al. (1991), multiplica-se ambos lados
da Eq. (5.17) por Sij para obter

CD =
LijSij

MijSij

. (5.19)

Entretanto, considera-se a modificação proposta por Lilly (1992) que define um
operador Q para minimizar, por mínimos quadrados, o erro da relação (5.17)

Q =

(
Lij −

1

3
Lkkδij − 2CMij

)2

, (5.20)

considerando dQ/dCD = 0, tem-se

CD =
LijMij

MijMij

, (5.21)

por fim estima-se a viscosidade turbulenta na forma

νt = 〈CD〉∆2 ∣∣S∣∣ . (5.22)

5.3.3. Modelo local de adaptação local de paredes

O modelo de viscosidade turbulenta de adaptação local de paredes, do inglês
Wall-Adapting Local Eddy-viscosity (WALE), proposto por Nicoud e Ducros (1999), é
baseado no quadrado do tensor do gradiente de velocidade. O mesmo visa remover a
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influência do escoamento médio, não utilizando o módulo do tensor taxa de deformação
e possui a forma

νt = C2
W∆2

(
sdijs

d
ij

)3/2(
SijSij

)5/2
+
(
sdijs

d
ij

)5/4
, (5.23)

sendo

sdij =
1

2

(
g2
ij + g2

ji

)
− δij

3
g2
kk, (5.24)

o tensor de traço nulo composto pelos gradientes do campo de velocidade resolvido
gij = ∂ui/∂xj e CW o coeficiente do modelo. Ducros et al. (1998) comentam que o valor
da constante para o modelo pode ser estimado como função CW ≈ 3.25CS. Nicoud
e Ducros (1999) testam alguns valores de constante e obtêm melhores correlações
com dados experimentais de THI para CW = 0.5. Ma et al. (2009) comentam que
esta parametrização apresenta vantagens em relação ao modelo Smagorisky: (1) o
operador espacial consiste em uma mistura tanto da tensão local como das taxas de
rotação; (2) a viscosidade turbulenta vai naturalmente para zero na proximidade de
uma parede (comportamento assintótico νt ∼ (x2)3).
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6. RESULTADOS E DISCUSSÕES

Os resultados deste trabalho foram divididos em duas seções. Na Seção 6.1
estatísticas de cálculos LES com diferentes modelos são comparados com DNS. O
modelo de ISVV, que apresenta melhor correlação, é utilizado em diversas configura-
ções de escoamentos comparáveis com experimentos disponíveis na literatura. Na
Seção 6.2 o modelo com melhor custo-beneficio e aplicado em simulações que recriar
casos experimentais disponíveis na literatura. As condições de contorno dos cálculos
apresentados estão sumarizados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1. Condições de contorno.

Cálculo x1 = 0 x1 = L1 x2 = 0 x2 = L2 x3 = 0 x3 = L3

A1–6 DL/FN DL/FN ND/FN DL/FN P P
B1 DL/FN DL/FN ND/FN DL/FN DL/FN DL/FN
B2 ND/FN ND/FN ND/D DL/FN P P
B3 ND/FN ND/FN ND/D DL/FN P P
B4 E S ND/D DL/FN S S
B5 DL/FN DL/FN ND/FN DL/FN P P

DL: Deslizamento livre; ND: Não deslizamento; P: Periódico; S: Saída;
E: Entrada; D: Depósito; FN: Fluxo nulo.

6.1. Comparação com DNS

Como já mencionado, correntes salinas são fluxos gravitacionais conservativos
e, por tal motivo, se tornam um caso interessante para a comparação de diferentes
modelos LES, já que deve haver conservação temporal do campo escalar (comentado
a seguir). O escoamento selecionado para a comparação das duas metodologias
do tipo LES: a primeira, baseada puramente em dissipação numérica (i.e., ISVV) e
a segunda, fundamentada em modelos de submalha explícitos sob a Hipótese de
Boussinesq (i.e., SMAG, DSMAG, WALE). A configuração de escoamento canônico
de remobilização instantânea de material, em configuração fechada, foi selecionada
e executada a um número de Reynolds suficientemente alto para o desenvolvimento
de variadas escalas de movimento e estruturas turbulentas complexas. A um valor de
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Re = 10.000, a simulação é suficientemente cara (de um ponto de vista computacional)
e turbulenta (de um ponto de vista físico), justificando a utilização de LES.

Nesta investigação, o uso de resultados de DNS é fundamental e serve como
referência para a avaliação da qualidade dos quatro tipos de LES testados. Nesta
seção, todas as simulações foram efetuadas em um domínio L1, L2, L3 = 18, 2, 2

com mistura de água e sal confinada em um subdomínio L1b, L2b, L3b = 1, 2, 2 como
condição inicial. Considerou-se Re = 10.000, que resulta em uma relação γ = 0, 99 e,
portanto, se faz válido no sistema de equações utilizado baseado na Aproximação de
Boussinesq. O número de pontos das LES foi selecionado por diversos testes com o
uso de ISVV e representam 4% da malha de cálculo da DNS, ou seja, uma redução
muito significativa no custo para um caso equivalente.

No contexto de correntes de densidade, os vórtices de KH e as estruturas de
lobos-e-fendas se apresentam como uma dificuldade que o modelo LES precisa permitir
o desenvolvimento. Além disso, não há, em um primeiro momento, homogeneidade
no tempo, já que os casos apresentam comportamento transiente. Para a DNS
utilizada como referência, cálculo A1, consideram-se o mesmo domínio computacional
e parâmetros numéricos de Espath et al. (2014), com exceção da velocidade de queda
(nula devido à salinidade) e o número de pontos na direção transversal ao escoamento
x3 (reduzido em 180 pontos). Os parâmetros considerados se mostram suficientes,
pois a DNS resultante não apresenta acúmulo de energia nas pequenas escalas, como
pode ser visto por meio de iso-superfícies de critério-Q (DUBIEF; DELCAYRE, 2000)
na Figura 6.1. Visualmente percebe-se que, mesmo com um critério baixo, não há o
aparecimento de estrias nas estruturas coerentes do escoamento.

Os principais parâmetros dos cálculos estão sumarizados na Tabela 6.2. Os
mesmos evoluíram a um passo de tempo constante ∆t = 3× 10−4 e foram finalizados
em t = 60. O A1 é a DNS de referência, recém explicada. No A2 é utilizado o esquema
O6LES para simulações LES com base no ISVV. O A3 é executado com o esquema
06DNS e o modelo de Smagorisnky com Cs = 0.18. O A4 é obtido com o modelo

Tabela 6.2. Parâmetros numéricos de simulação.

Cálculo Tipo n1, n2, n3 Esquema n Custo

A1 DNS 2305, 513, 200 O6DNS 4 100% †

A2 ISVV (769, 193, 64)* O6LES 100 3%
A3 SMAG (769, 193, 64)* O6DNS 4 5%
A4 DSMAG (769, 193, 64)* O6DNS 4 12%
A5 WALE (769, 193, 64)* O6DNS 4 6%

* 4% do numero de pontos da DNS;
† 200 horas em 144 núcleos do supercomputador Santos Du-
mont.
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dinâmico e o valor da constante médio em x3. O A5 considera o modelo WALE e
Cw = 0.5. Os parâmetros utilizados nos cálculos apresentados resultaram de diversas
execuções para obtenção dos valores adequados e, por simplicidade, estudos de
convergência não são apresentados. Para os modelos explícitos, foi necessário um
procedimento adicional de truncamento que mantém o campo de concentração sob o
valores 0 ≤ c ≤ 1. Este procedimento adiciona uma filtragem adicional no campo e é
necessário para estabilizar as simulações, além disso se mostrou necessário o uso de
precisão dupla1.

Com a DNS em domínios fechados é possível obter o balanço de energias
(detalhes no Apêndice A), o mesmo não é mais completamente válido em LES, pois
não leva em consideração o termo de dissipação aportado pelos modelos. Como pode
se ver Figura 6.2.c, o A1 apresenta um balanço de energia com conservação superior
à 99%, o que garante a excelente qualidade da simulação e toda dissipação é gerada
pelas escalas de movimento reproduzidas na malha de cálculo. No caso do modelo
ISVV, não existem maneiras bem definidas para quantificar a quantidade de energia
que foi dissipada pelo modelo em função do esquema numérico e seu coeficiente
n. Como há uma simulação de referência (DNS) podemos fazer uma comparação

Figura 6.1. Iso-superfícies de critério-Q (com Q = 0.5, parte superior) e de concentra-
ção (com c=0.05, parte inferior) do A1 em t=9.

1A precisão da representação numérica é normalmente: simples (7 dígitos decimais) ou dupla (15
dígitos decimais).
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direta dos balanços de energia de DNS com o mesmo obtido via LES, sob os mesmos
parâmetros de malha e passo de tempo, pode-se supor que o resíduo com relação
a DNS seja a parcela da energia que foi dissipada pelo modelo. Pode-se perceber
que os modelos explícitos estão dissipando muita energia, o que pode ser visto no
balanço total, e como consequência a corrente avança a uma velocidade menor que
a prevista pela DNS. Até entrar na chamada fase de escorregamento, na qual a
corrente apresenta velocidade constante, todos os modelos reproduzem o resultado
da DNS. Após esta fase, quando a corrente atinge a chamada fase inercial, regime
tridimensional altamente dissipativo, o modelo ISVV apresenta melhor concordância.

Para comparar de uma maneira quantitativa a performance dos cálculos efetua-
dos com os diversos modelos apresentados se faz necessária a obtenção de algumas
grandezas globais sobre os resultados. A posição da frente da corrente em função
do tempo, xf (t), é obtida por meio de uma varredura em um plano médio (na dire-
ção homogênea) da soma das frações de concentração de escalas (unitária no caso
de corrente salina). A velocidade de avanço pode ser facilmente inferida na forma
uf = d(xf )/dt. Estas estatísticas podem ser vistas nas Figura 6.2.a e Figura 6.2.b. O
caso A2 consegue reproduzir come excelente correlação a evolução da frente com
relação ao A1. A massa suspensa no domínio computacional, ms, é obtida por meio
da integração no volume de cálculo de todas as frações de escalar consideradas

ms (t) =

∫
Ω

ct dΩ. (6.1)

Esta estatística, apresentada na Figura 6.2.e, é muito sensível aos erros numéricos e
ao acúmulo de energia no cálculo.

A Figura 6.4. apresenta a evolução de isolinhas de 1.5% de concentração junto
ao fundo do canal até o tempo final de simulação. A velocidade adimensional de
fricção (ou de cisalhamento) na parede é de grande importância e pode ser utilizada,
por exemplo, para computar perfis autossimilares de velocidade ou para estimar o
potencial erosivo de um fluxo (NECKER et al., 2002). A mesma pode ser estimada em
função da tensão de cisalhamento do escoamento junto à parede, na forma

u∗ =
√
τw com τw =

1

Re

√(∂u1

∂x2

)2

+
(∂u3

∂x2

)2∣∣∣
x2=0

. (6.2)

A Figura 6.5. apresenta mapas de u∗ sobre o fundo do canal. Percebe-se que o
modelo ISVV (Fig. 6.5.b) resulta em um mapa mais próximo ao da DNS (Fig. 6.5.a).
Os mapas resultantes dos modelos explícitos de SMAG (Fig. 6.5.c) e DSMAG (Fig.
6.5.d) dissipam muita energia perto da parede e geram estruturas mais grosseiras,
de menor intensidade. O mapa do modelo WALE (Fig. 6.5.e), consegue reproduzir
estruturas mais refinadas (como esperado pelo formalismo do modelo) entretanto com
muito ruido.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 6.2. Resultado dos cálculos apresentados na Seção 6.1: (a) Evolução da
posição da frente da corrente xf (t). (b) Evolução da velocidade de avanço da frente da
corrente uf (t). (c) Evolução do balanço de energia de DNS. (d) Evolução da parcelas
de energia cinética Ek(t) e potencial Ep(t). (d) Evolução da massa mp(t) normalizada
pela massa inicial mp(t = 0).
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Figura 6.3. Campo de concentração médio em x3, com perfis de velocidade longitudinal
em linha preta solida, em t = 12: (a) DNS, (b) ISVV, (c) SMAG, (d) DSMAG, (e) WALE.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Figura 6.4. Evolução de isolinhas de concentração junto ao fundo do canal: (a) DNS,
(b) ISVV, (c) SMAG, (d) DSMAG, (e) WALE.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Figura 6.5. Mapa de velocidade de fricção junto ao fundo em t = 24: (a) DNS, (b) ISVV,
(c) SMAG, (d) DSMAG, (e) WALE.
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6.2. Comparação com experimentos

Nesta seção são exploradas LES com modelo ISVV que visam recriar experi-
mentos disponíveis na literatura. A mesma é concisa e com o foco na comparação
das estatísticas disponíveis com os resultados numéricos, com intenção de verificar a
capacidade da metodologia ISVV de reproduzir os aspectos dinâmicos e morfológicos
de correntes gravitacionais em diferentes configuração. Os casos apresentados pos-
suem números de Reynolds impraticáveis via DNS com os recursos computacionais
disponíveis. A escolha do modelo em questão justifica-se pela excelente correlação
com DNS demonstrada na seção anterior, junto com o baixo custo computacional.

Os principais parâmetros dos cálculos estão sumarizados na Tabela 6.3. Todos
correspondem a cálculos de LES em precisão simples, com modelo ISVV, e esquema
O6LES para valores diferentes de n. O caso B1 representa o experimento S3 de
Hallworth et al. (2001) que apresenta uma propagação axissimétrica. O mesmo é exe-
cutado em um domínio reduzido (1/4 do experimental) com L1, L2, L3 = 14.2, 1.74, 14.2,
subdomínio de raio r0 = 2.18 e altura L2b = 1, Re = 136.000, Ri = 1 e γ = 0.98. A
determinação da posição da frente da corrente é obtida por meio de um campo de
concentrações médio na direção azimutal, obtida em coordenadas polares por meio
de uma interpolação bilinear. A Figura 6.6.a compara a evolução da posição da frente
obtida de forma experimental, por teoria de águas rasas e do caso B1. A Figura 6.6.b
é apresentada para demonstrar a evolução radial do caso investigado, junto com um
significativo refinamento das estruturas de lobos-e-fendas.

O B2 representa o experimento d14 de Rooij e Dalziel (2001) e é obtido em
domínio L1, L2, L3 = 17, 2, 1.9, com subdomínio L1b, L2, L3 = 1, 2, 1.9, a Re = 16.700,
Ri = 0.5 e us = 0.013. A Figura 6.7.a compara a evolução da posição da frente com um
único valor de posição da frente experimental, inferido por meio do artigo de referência

Tabela 6.3. Parâmetros numéricos de simulação.

Cálculo Re n1, n2, n3 ∆t n Custo†

B11 136.000 701, 201, 701 3× 10−4 1000 1100/384
B22 16.700 769, 193, 64 4× 10−4 180 280/144
B33 34.800 1921, 257, 64 3× 10−4 100 1200/192
B44 10.000 385, 193, 385 5× 10−4 40 900/144
B5 1.000.000 2305, 513, 192 3× 10−4 2000 2200/576

† Tempo [min] / Número de processadores utilizados;
1 Similar ao exp. S3 monodisperso conservativo de Hallworth et al. (2001);
2 Similar ao exp. d14 monodisperso não-conservativo de Rooij e Dalziel (2001);
3 Similar ao exp. D polidisperso não-conservativo de Gladstone et al. (1998);
4 Similar ao caso REY10K2 monodisperso não-conservativo de Francisco et al.
(2018).
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Figura 6.6. Resultados do caso B1: (a) Posição da frente xf (t). (b) Isolinhas de
concentração junto ao fundo.

(Fig. 3 de Rooij e Dalziel (2001, p. 209)). A Figura 6.7.b compara o depósito final
da simulação com o do experimento e apresenta boa correlação, com exceção dos
tempos iniciais. Atribui-se a diferença na região inicial das curvas à recirculação gerada
ao retirar-se a placa separadora, efeito não recriado na simulação.

O B3 corresponde ao experimento D de Gladstone et al. (1998). O mesmo
é bidisperso, ou seja, composto por duas frações de sedimentos: 50% fino (com
us,fino = 0.003) e 50% grosso (com us,grosso = 0.02), e necessita de um domínio de
cálculo de L1, L2, L3 = 25.8, 2, 1, com subdomínio L1b, L2b, L3b = 1, 2, 1, Re = 34.850 e
Ri = 1. A simulação com modelo ISVV consegue reproduzir a estatística de evolução
da posição da frente da corrente obtida de forma experimental.

O B4 foi desenvolvido em domínio aberto e visa reproduzir uma corrente em
transição canal-bacia e recria os casos desenvolvidos em domínio fechado, com o uso
do método de fronteira imersa (IBM). O resultado apresenta uma drástica redução
de custo e consegue reproduzir as complexas estruturas de depósito junto ao fundo.
Considerou-se Re = 10.000 em domínio L1, L2, L3 = 12, 2, 12 equivalente ao caso
REY10K2 de Francisco et al. (2018) que pode ser visto na Figura 6.9.b (reproduzida
para facilitar a comparação). O caso B4 que apresenta entrada e saída de fluido, e por
tal motivo, não necessita o uso de IBM. O caso B4 pode ser visto na Figura 6.9.a Em
uma rápida comparação visual entre os resultados, que a LES consegue reproduzir as
estruturas de lobos com ordem de grandeza semelhante às da DNS, mesmo com as
correntes apresentando desenvolvimentos distintos em função das condições iniciais.
O B5 não possui relação direta com algum experimento em específico. O mesmo foi
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Figura 6.7. Resultados do Caso d14: (a) Posição da frente xf (t). (b) Perfis de
depósito comparando diferentes tempos de simulação com tempos t = 7.3, 11, 60 do
experimento.

Figura 6.8. Resultados de posição da frente xf (t) do cálculo B3. Comparação entre o
resultado obtido e a curva experimental.

executado para verificar se o modelo implícito tem capacidade para simular correntes
com Re = O(106), como pode ser visto na Fig. 6.10.b, que apresenta o resultado com
uma corrente bem desenvolvida, sem acúmulo de energia no campo de concentração.
A malha de cálculo considerada foi a do A1 (Fig. 6.10.a).
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Figura 6.9. Resultados do Caso B4: Evolução de isolinhas de 1.5% de concentração
no fundo para t = 20. (a) LES em domínio aberto. (b) DNS em domínio fechado. Fonte:
Reproduzido de Francisco et al. (2018). (c) Sobreposição de isolinhas para DNS (em
vermelho) e LES (em preto) em domínio aberto.
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(a)

(b)

Figura 6.10. Evolução do campo de concentração salina para os casos (a) DNS a
Re = 104 e (b) LES com ISVV a Re = 106. Ambos efetuados com a mesma malha de
cálculo A1. LES possibilita um incremento de duas vezes na ordem de grandeza do
número de Reynolds da simulação.
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7. CONCLUSÕES

Esta dissertação apresenta uma comparação entre simulações de grandes
escalas e simulação numérica direta. A Seção 6.1 dos resultados compara o de-
sempenho de quatro modelos de LES: ISVV, Smagorisnky, dinâmico Smagorisnky e
WALE. Percebe-se que a metodologia de LES com o modelo ISVV é capaz de produzir
uma aproximação mais realística, tanto perto da parede (visto por meio do mapa de
velocidade de fricção, Fig. 6.4.) quanto nas estatísticas de posição e velocidade da
frente. O desempenho inferior dos modelos explícitos pode ser atribuído ao fato de
que os mesmos foram desenvolvidos para turbulência homogênea e isotrópica em
escoamentos e por isso, é aceitável que não consigam reproduzir a DNS de um fluxo
transicional, altamente anisotrópico.

Já na Seção 6.2, cálculos LES com o uso do modelo ISVV, efetuados com o
conjunto de coeficientes O6LES, conseguem reproduzir experimentos realizados em
laboratório. Como pode ser visto, nos casos B1, B2 e B3 que reproduzem curvas
de posição da frente muito próximas às obtidas de forma experimental. O caso em
bacia B4, produzido em domínio aberto, consegue captar formas de fundo análogas às
obtidas por DNS. O escoamento resultante apresenta complexidade adicional já que o
não-confinamento permite um grau de liberdade extra ao escoamento resultante, se
comparado aos casos confinados em canais, não sendo mais possível fazer médias.
Esta restrição já impossibilita o uso do modelo dinâmico, por exemplo.

A escolha do valor das constantes dos modelos é uma dificuldade nas duas
abordagens LES. Em ISVV, por exemplo, não há uma fundamentação teórica para o
valor de n (com exceção do caso particular, demonstrado por Dairay et al. (2017), do
problema TGV), se fazendo necessária o uso da tentativa e erro. O mesmo se dá para
os modelos explícitos, tanto para o valor dos coeficientesCS e CW , quanto para o valor
máximo permitido para CD.

O balanço de massa é a estatística mais sensível aos erros numéricos introduzi-
dos pelos modelos de submalha, condições de contorno e parâmetros de simulação.
De maneira geral, quando as derivadas de segunda ordem do sistema de equações
são avaliadas por esquemas numéricos com comportamento sob-dissipativo (modelo
ISVV) o resultado da simulação se aproxima à DNS. Juntamente com a significativa
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redução do custo das simulações aportada pela redução do numero de pontos as-
sociada a não adição de cálculos extras devido ao modelo estar embutido junto ao
comportamento das derivadas. A técnica também reproduz estatísticas de casos
laboratoriais, em diferentes configurações de escoamento, com elevados números
de Reynolds. Por tais motivos, LES baseadas no modelo ISVV apresentam o melhor
custo beneficio, se comparado com os modelos clássicos disponíveis na literatura. A
modelagem matemática computacional se mostra capaz de reproduzir as estatísticas
de modelagem física baseadas em estudos experimentais.
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8. PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS

A partir desta Dissertação, pode-se sugerir o desenvolvimentos em pesquisas
futuras dos seguintes temas:

• Obter o balanço de massa para casos não-conservativos e com entrada e saída
de fluido.

• Desenvolver e implementar metodologia para estimar a eficiência de mistura da
corrente e verificar se a ISVV consegue reproduzir as estatísticas de DNS;

• Permitir a variação da viscosidade do fluido e velocidade de sedimentação em
função da concentração;

• Considerar a estratificação (por temperatura ou salinidade) do fluido ambiente;

• Implementar no código Incompact3d uma malha específica para o campo es-
calar e um valor de n específico para os esquemas de derivada segunda do
mesmo (e.g., O6LES-C), de forma a possibilitar a simulação de escoamentos
com Sc > 1;
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A. Balaço de energia para DNS

Espath et al. (2014), baseados nos estudos de Winters et al. (1995) e Necker et
al. (2005), extraem um balanço de energia completo a partir das equações governantes
para DNS, sem hipóteses sobre os termos de dissipação, em domínios fechados.
Propõe-se a divisão da energia total do sistema em parcelas de energia cinética e
potencial, além da dissipação associada com a taxa de deformação do movimento
advectivo macroscópico e da difusão e dissipação microscópica do escoamento de
Stokes em torno das partículas (se u`s 6= 0).

Ao integrar-se, sobre todo o domínio computacional, o produto escalar da
velocidade ui pela equação de quantidade de movimento (Equação 4.2b) e ao retomar-
se o teorema de Gauss (a integral de um campo divergente sobre todo o domínio é
equivalente a zero pois não há transporte através das fronteiras), tem-se

Ek (t) =

∫
Ω

uiui
2

dΩ, (A.1)

representando o termo de energia cinética e a macrodissipação associada ao escoa-
mento médio

Edk (t) =

∫ t

t=0

∫
Ω

2

Re
SijSij dΩdt, (A.2)

e o termo de energia potencial

Ep (t) =

∫
Ω

ctx2 dΩ. (A.3)

De forma análoga, pode-se fazer o produto escalar do campo de concentração
c` pela equação do transporte (Equação 4.2c), utilizado novamente o teorema de
Gauss, obtêm-se a parcela de microdissipação de cada fração

Edp` (t) =

∫ t

t=0

∫
Ω

(
1

Sc`Re
x2∇2c` + x2u

s
`

∂c`
∂x2

)
dΩdt. (A.4)

A energia total do sistema é aproximada pela soma das componentes normali-
zadas pela energia inicial

ET (t) =
Ek + Edk + Ep +

∑
Edp`

Ep(t=0) + Ek(t=0)

≡ 1. (A.5)
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B. Equação do número de onda modificado

B.1. Derivada de primeira ordem

Seja o esquema geral de diferenças finitas centradas

βf ′i−2 + αf ′i−1 + f ′i + αf ′i+1 + βf ′i+2 = a
fi+1 − fi−1

2h
+ b

fi+2 − fi−2

4h
+ c

fi+3 − fi−3

6h
. (B.1)

Pode-se particularizá-lo considerando f(xj) = eikhj = fj e f ′(xj) = ik′fj = ik′eikhj = f ′j

βik′eikh(j−2) + αik′eikh(j−1) + ik′eikh(j) + αik′eikh(j+1) + βik′eikh(j+2) =

a
eikh(j+1) − eikh(j−1)

2h
+ b

eikh(j+2) − eikh(j+1)

4h
+ c

eikh(j+3) − eikh(j−3)

6h
.

(B.2)

ik′
(
βeikh(j−2) + αeikh(j−1) + eikh(j) + αeikh(j+1) + βeikh(j+2)

)
=

a
eikh − e−ikh

2h
fj + b

e2ikh − e−2ikh

4h
fj + c

e3ikh − e−3ikh

6h
fj.

(B.3)

ik′
(
βe−2ikh + αe−ikh + 1 + αeikh + βe2ikh

)
fj =(

a
eikh − e−ikh

2h
+ b

e2ikh − e−2ikh

4h
+
e3ikh − e−3ikh

6h

)
fj.

(B.4)

ik′
(
1 + 2α

(
eikh + e−ikh

)
+ 2β

(
e2ikh + e−2ikh

))
=

a
eikh − e−ikh

2h
+ b

e2ikh − e−2ikh

4h
+
e3ikh − e−3ikh

6h
.

(B.5)

ik′ [1 + 2α cos(kh) + 2β cos(2kh)] =
2a

2h
i sin(kh) +

2b

4h
i sin(2kh) +

2c

6h
i sin(3kh). (B.6)

k′ =
a sin(kh) + [b/2] sin(2kh) + [c/3] sin(3kh)

h[1 + 2α cos(kh) + 2β cos(2kh)]
(B.7)
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B.2. Derivada de segunda ordem

Seja o esquema generalizado de diferenças finitas centrado

βf ′′j+2+αf ′′j+1 + f ′′j + αf ′′j−1 + βf ′′j−2 =

a
fj+1 − 2fj + fj−1

h2
+ b

fj+2 − 2fj + fj−2

4h2
+ c

fj+3 − 2fj + fj−3

9h2
.

(B.8)

Pode-se particularizá-lo considerando o ajuste exponencial fj = eikhj, f ′j = ik′fj

e f ′′j = ik′f ′j + ik′′fj e tomando Ψ = (ik′)2 + (ik′′)

Ψ

[
β(eikh(j+2) + eikh(j−2)) + α(eikh(j+1) + eikh(j−1)) + eikhj

]
=

a
eikh(j+1) − 2eikh(j) + eikh(j−1)

h2
+ b

eikh(j+2) − 2eikh(j) + eikh(j−2)

4h2
+ c

eikh(j+3) − 2eikh(j) + eikh(j−3)

9h2
.

(B.9)

Desacoplando os índices através das propriedades da estrutura exponencial de
multiplicação

Ψfj

[
β(e2ikh + e−2ikh)+α(eikh + e−ikh) + 1

]
=

fj

[
a
eikh − 2 + e−ikh

h2
+ b

e2ikh − 2 + e−2ikh

4h2
+ c

e3ikh − 2 + e−3ikh

9h2

]
.

(B.10)

Por meio da identidade de Euler cos ax = eaix+e−aix

2
e simplificando-se ambos os

lados pela divisão por fj

Ψ =
1

h2

[
2a{cos(kh)− 1}+ ( b

2
){cos(2kh)− 1}+ (2c

9
){cos(3kh)− 1}

2β cos(2kh) + 2α cos(kh) + 1

]
. (B.11)

Para o esquema O6LES tem-se o acréscimo de um termo extra

Ψ =
1

h2

[
2a{cos(kh)− 1}+ ( b

2
){cos(2kh)− 1}+ (2c

9
){cos(3kh)− 1}+ (d

8
){cos(4kh)− 1}

2β cos(2kh) + 2α cos(kh) + 1

]
.

(B.12)
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