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Resumo
FARENZENA, Bruno Avila. SIMULAÇÃO NUMÉRICA DE CORRENTES DE DENSI-
DADE HIPERPICNAIS SOB REFERENCIAL MÓVEL. Porto Alegre. 2020. Tese de
Doutorado. ProgramadePós-Graduação emEngenharia eTecnologia deMateriais, PON-
TIFÍCIA UNIVERSIDADE CATÓLICA DO RIO GRANDE DO SUL.

Correntes de densidade são escoamentos resultantes de um gradiente de pressão ge-
rado por variações de forças de empuxo entre dois fluidos que entram em contato. A pro-
pagação destes escoamentos promove a formação de diferentes regiões internas, tais
como uma região frontal conhecida como cabeça, uma região à montante da cabeça
chamada de corpo e uma região posterior referida como cauda. A cabeça de uma cor-
rente de densidade é uma região de fortes gradientes de velocidade, responsável por
grande parte do entranhamento de fluido na corrente e também possui heterogeneida-
des em seu ponto mais à jusante conhecidas como estruturas de lobos e fendas. Neste
trabalho é apresentado um modelo matemático que permite realizar simulações numé-
ricas da cabeça de uma corrente de densidade em tempos suficientemente longos com
um custo computacional reduzido. Tal modelo matemático é baseado no acoplamento de
um referencial móvel no sistema de coordenadas que corresponde a modificações nos
termos de transporte das equações deNavier-Stokes e de transporte escalar e nas condi-
ções de contorno do problema. Com base neste modelo matemático e utilizando o código
computacional Incompact3d, Simulações Numéricas Diretas e Simulações de Grandes
Escalas foram realizadas primeiramente para verificar a validade do modelo proposto e
posteriormente para buscar mais informações a respeito do comportamento da cabeça
de uma corrente de densidade em longos períodos de tempo e sobre a origemdas estrutu-
ras de lobos e fendas. Como resultados de base de validação do modelo proposto, foram
realizadas simulações na configuração de escoamento conhecida na literatura como lock-
exchange e também considerou-se relações empíricas disponíveis na literatura. A partir
dos resultados obtidos com o modelo matemático proposto, foi observado que em perío-
dos de tempo mais longos a corrente de densidade não apresenta a formação de novos
vórtices de Kelvin-Helmholtz e as estruturas de lobos e fendas possuem largura que, em
média, cresce em função do número deReynolds da cabeça da corrente, comportamento
que é exatamente o oposto do que esta documentado na literatura de abordagens expe-
rimentais. Com base na Teoria da Estabilidade Linear, foi concluído que as estruturas
de lobos e fendas são originadas pelo desenvolvimento de instabilidades gravitacionais,
do tipo Rayleigh-Taylor, associadas à região de estratificação instável no ponto mais à
jusante da cabeça da corrente de densidade.

Palavras-chave: Correntes de densidade, escoamento hiperpicnal, referencial móvel



Abstract
FARENZENA, Bruno Avila. NUMERICAL SIMULATION OF HYPERPYCNAL DEN-
SITY CURRENTS UNDER MOVING FRAME. Porto Alegre. 2020. PhD Thesis. Gradu-
ation Program in Materials Engineering and Technology, PONTIFICAL CATHOLIC UNI-
VERSITY OF RIO GRANDE DO SUL.

Density currents are flows resulting from a pressure gradient generated by variations in
buoyant forces between two fluids that come into contact. The propagation of these flows
promotes the formation of different internal regions, such as a frontal region known as the
head, a region upstream of the head called the body and a posterior region referred to as
the tail. The head of a density stream is a region of strong velocity gradients, responsible
for much of the fluid entrainment in the current and also has heterogeneities at its most
downstream point known as lobe and cleft structures. In this work a mathematical model
is presented that allows to perform numerical simulations of the head of a density current
in sufficiently long times with a reduced computational cost. Such mathematical model is
based on the coupling of a moving frame in the coordinate system that corresponds to
changes in the transport terms of the Navier-Stokes equations and scalar transport and
in the boundary conditions of the problem. Based on this mathematical model and using
the computational code Incompact3d, Direct Numerical Simulations and Large Eddy Sim-
ulations were performed first to verify the validity of the proposed model and later to seek
more information about the behavior of the head of a density current over long time periods
and on the origin of the lobe and cleft structures. As results of the validation basis of the
proposed model, numerical simulations were performed in the flow configuration known
in the literature as lock-exchange and also considered empirical relationships available
in the literature. From the results obtained with the proposed mathematical model, it was
observed that in longer periods of time the density current does not present the formation
of new Kelvin-Helmholtz vortices and the lobe and cleft structures have a width that, on
average, grows as a function of the head Reynolds number, a behavior that it is the exact
opposite of what is documented in the literature of experimental approaches. Based on the
Linear Stability Theory, it was concluded that the lobe and cleft structures are originated
by the development of gravitational instabilities, of the Rayleigh-Taylor type, associated
with the region of unstable stratification at the point further down the head of the density
current.

Keywords: Density currents, hyperpycnal flow, moving frame
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ũb Velocidade de flutuação [L][T]−1
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1 Introdução

As correntes de densidade ou gravidade representam um grupo de fenômenos
que estão presentes tanto na natureza quanto em situações criadas pelo ser humano.
Tais fenômenos ocorrem quando há escoamento relativo entre dois fluidos, miscíveis ou
imiscíveis, com diferentes massas específicas devido à variações de força de empuxo
(BENJAMIN, 1968; SIMPSON, 1972). Este fenômeno é muito frequente na natureza e
esta presente em nosso dia à dia, por exemplo, uma corrente de densidade é formada
quando abrimos a porta de uma casa aquecida e o ar frio de fora escoa pelo chão sob o
ar menos denso de dentro (UNGARISH, 2009).

Na natureza as correntes de densidade podemser observadas emdiversos casos,
tais como: formação de tempestades, causadas pelo deslocamento relativo entre gran-
des massas de ar quente e massas de ar frio (Figura 1.1a); as tempestades de areia, ca-
racterísticas de regiões arenosas e com baixa umidade, que transportam grandes quan-
tidades de partículas de areia (Figura 1.1b); as correntes oceânicas que se movem pela
presença de gradientes na concentração salina e na temperatura da água; e quando
um rio transportando sedimentos e matéria orgânica entra no oceano (SIMPSON, 1999;
HORNER-DEVINE et al., 2015). Nesses casos a causa da diferença de massa especí-
fica é geralmente atribuída à variações de temperatura, umidade, salinidade ou partícu-
las em suspensão (MEIBURG; KNELLER, 2010). Quando observados na natureza, as
correntes de densidade são escoamentos turbulentos cujos mecanismos de transição e
produção de turbulência estão, geralmente, associados a instabilidades gravitacionais e
instabilidades cisalhantes.

Em situações propiciadas pelo ser humano podemos observar correntes de den-
sidade, por exemplo, na fabricação de vidros quando o material fundido escoa sobre
o molde, nos escapamentos dos automóveis ou até mesmo na implosão de estruturas
(Figura 1.1c) (UNGARISH, 2009). O primeiro estudo quantitativo de uma corrente de
densidade foi realizado por Theodore von Kármán em 1940 motivado pela demanda do
exército americano em avaliar sobre quais circunstâncias de vento um gás venenoso li-
berado no campo de batalha iria propagar-se apenas em direção às tropas inimigas, sem
causar danos às tropas aliadas (HUPPERT, 2006).

De uma maneira geral, os escoamentos gerados por estes fenômenos possuem
uma região frontal chamada de cabeça, e duas regiões posteriores chamadas de corpo
e cauda (HACKER et al., 1996; MEIBURG; KNELLER, 2010), conforme mostrado na Fi-
gura 1.2. Durante a propagação de uma corrente de densidade, a região frontal possuí
heterogeneidades resultantes do entranhamento de fluido ambiente na corrente. Tais he-
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Figura 1.1 – Exemplos de correntes de densidade que podem ocorrer na natureza (a) e
(b) e que podem ser causadas por ações antrópicas (c).

Figura 1.2 – Exemplo da anatomia de uma corrente de densidade com altura h se propa-
gando com velocidade uf . Fonte: Francisco (2018).

terogeneidades são, comumente, conhecidas como estruturas de lobos e fendas e em
muitos casos são responsáveis por deixar “assinaturas” características do escoamento,
por exemplo, a forma dos depósitos de sedimentos observados nas bacias de hidrocar-
bonetos (MEIBURG; KNELLER, 2010).

O estudo de correntes de densidade vem ganhando espaço nos ultimos anos em
diferentes áreas do conhecimento como geologia, oceanologia, meteorologia, engenha-
ria, entre outras (HACKER et al., 1996; HUPPERT, 2006; MEIBURG; KNELLER, 2010).
Este aumento de interesse no estudo destes fenômenos está associado ao grande al-
cance das aplicações, desde a previsão de impacto de desastres ambientais, estudos
de dispersão de poluentes até otimização de processos de manufatura. Porém muitas
vezes é muito custoso ou até mesmo inviável realizar a construção de bancadas expe-
rimentais ou a instrumentação destes fenômenos. Neste contexto a modelagem mate-
mática e ferramentas computacionais tornam-se relevantes no auxílio da compreensão
dos mecanismos físicos presentes correntes de densidade, assim como a abertura da
possibilidade de colocar hipóteses a prova devido a grande riqueza dos dados gerados.

Amodelagemmatemática de correntes de densidade permite a obtenção de infor-
mações detalhadas do escoamento que nem sempre são possíveis por meio de aborda-
gens experimentais e observações de campo. Este tipo de abordagem também permite
realizar análises da sensibilidade do fenômeno a diferentes mecanismos de maneira iso-
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lada, uma vez que as hipóteses de formulação do problema matemático podem ser ar-
bitradas. Porém devido à natureza complexa dos problemas matemáticos associados à
mecânica de fluidos (equações de Navier-Stokes), sua resolução esta geralmente aliada
a métodos numéricos e o uso de ferramentas computacionais. Neste contexto a modela-
gem matemática possui limitações relativas ao custo computacional de uma simulação
que pode ser quantificado, de uma maneira simples, em termos de tempo de processa-
mento e espaço de armazenamento de dados.

Existem muitos fatores que podem levar uma simulação numérica aos limites dos
recursos computacionais, podendo ser destacado a ordem de grandeza dos valores as-
sumidos pelo número de Reynolds (relação entre forças inerciais e forças viscosas do
escoamento) e o tamanho do domínio de calculo. Com a finalidade de obter um melhor
aproveitamento dos recursos computacionais disponíveis, existem diversas abordagens
disponíveis na literatura que minimizam o impacto de elevados valores do número de
Reynolds no custo computacional de uma simulação numérica, por exemplo a Simula-
ção de Grandes Escalas (LES). Alternativamente, é possível propor transformações no
sistema de coordenadas com a finalidade simular apenas uma região de interesse do
escoamento e consequentemente minimizar o tamanho do domínio de calculo.

Por fim, este trabalho propõe abordagens para realizar simulações numéricas, ba-
seadas na resolução das equações de Navier-Stokes, com um domínio de calculo re-
duzido buscando a obtenção de mais informações a respeito do desenvolvimento das
estruturas de lobos e fendas presentes na região frontal de uma corrente de densidade.
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2 Objetivos

O objetivo primário deste trabalho é inicialmente formular ummodelo matemático,
baseado em transformação galileana do sistema de coordenadas, que permite realizar
a simulação da cabeça de correntes de densidade em estado estacionário e posterior-
mente proporcionar uma reflexão mais detalhada a respeito da origem das estruturas de
lobos e fendas. As simulações resultantes deste modelo matemático são realizadas por
meio de Simulação Numérica Direta (DNS) e Simulação de Grandes Escalas (LES) uti-
lizando o código computacional Incompact3D, enquanto que a origem das estruturas de
lobos e fendas é tratada com a Teoria da Estabilidade Linear. Seguindo nesta linha de
pesquisa, o trabalho levanta as questões:

“Existe a possibilidade de formular um modelo matemático reduzido que

reproduz a dinâmica da cabeça de uma corrente de densidade e permita

realizar simulações em períodos de tempo arbitrários?”

“Como se comporta a cabeça de uma corrente de densidade em tempos

suficientemente longos?”

“Quais são os mecanismos associados a origem das estruturas de lobos

e fendas?”

Também foi estipulado como objetivo secundário determinar a eficiência de mis-
tura irreversível em correntes de densidade baseado na abordagem da partição de ener-
gia potencial (LORENZ, 1955), levantado a questão:

“Qual é a eficiência de mistura global de correntes de densidade na confi-

guração de escoamento referida como lock-exchange?”

2.1 Objetivos específicos
Com a finalidade de responder as questões levantadas pelos objetivos,

surgem objetivos específicos:

• Formular matematicamente uma configuração de escoamento baseada em um re-
ferencial móvel;

• Adaptar o código computacional Incompact3d para a nova configuração de escoa-
mento;
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• Buscar soluções em estado estacionário nesta configuração de escoamento;

• Analisar a largura média das estruturas de lobos e fendas ao longo do tempo de
desenvolvimento do escoamento;

• Analisar a região de estratificação instável da cabeça de uma corrente de densi-
dade por meio da teoria da estabilidade linear;

• Analisar a distribuição energética do escoamento;

• Implementar os conceitos de mistura irreversível em uma ferramenta computacio-
nal.
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3 Revisão Bibliográfica

Neste capítulo serão apresentados alguns conceitos básicos com o objetivo de
facilitar a compreensão deste trabalho e também resultados já documentados na litera-
tura que servirão de base para a comparação com os resultados obtidos. Inicia-se com
a descrição de correntes de densidade contendo classificações relativas ao excesso de
massa específica e aos mecanismos de iniciação deste fenômeno, com destaque para
configuração de escoamento conhecida como lock-release. Posteriormente é descrito
a anatomia de uma corrente de densidade, as estruturas de lobos e fendas presentes
na região frontal e os mecanismos de mistura irreversível presentes neste escoamento.
Finalmente apresenta-se a definição de ferramentas matemáticas e numéricas empre-
gadas no trabalho, incluindo a teoria da estabilidade linear, simulação numérica direta e
simulação de grandes escalas.

3.1 Correntes de densidade
Conforme descrito anteriormente, as correntes de densidade são fenômenos que

ocorrem tanto na natureza quanto em situações antrópicas e são caracterizados pelo
escoamento relativo entre dois fluidos (com diferentes massas específicas) devido à vari-
ações de forças de empuxo. Geralmente estes fenômenos são classificados em relação
ao excesso de massa específica e ao mecanismo de iniciação.

Considerando uma corrente de densidade, com massa específica ρ1, escoando
em um fluido ambiente com massa específica ρ0, podemos classificar o escoamento a
partir da diferença das massas específicas formalmente definida como ∆ρ = ρ1 − ρ0.
Quando ρ0 é aproximado como constante, de acordo com Mulder e Alexander (2001), é
dito que:

• ∆ρ = 0: Escoamento homopicnal (Figura 3.1a);

• ∆ρ < 0: Escoamento hipopicnal (Figura 3.1c);

• ∆ρ > 0: Escoamento hiperpicnal (Figura 3.1c).

Alternativamente, quando a massa específica do fluido ambiente possuí uma estratifica-
ção tal que ρ0,min < ρ1 < ρ0,max, o escoamento é definido como mesopicnal ou intrusivo
(Figura 3.1b). Correntes de densidade hipopicnais resultam em uma escoamento sobre o
fluido ambiente e normalmente, em um contexto geofísico, são considerados mais impor-
tantes próximos da foz de rios onde ocorre a dispersão de sedimentos (MULDER; ALE-
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Canal de descarga 

da corrente

Desenvolvimento do escoamento 

no fluido ambiente

Escoamento homopicnal

Escoamento hipopicnal

Escoamento hiperpicnal

Escoamento mesopicnal

Figura 3.1 – Classificação de correntes de densidade em relação à ∆ρ: escoamento ho-
mopicnal (a), escoamento mesopicnal (b), escoamentos hipopicnal e hiper-
picnal (c). Adapatado de Mulder e Alexander (2001).

XANDER, 2001). Enquanto que correntes de densidade hiperpicnais são caracterizadas
por um escoamento sob o fluido ambiente, correspondendo a correntes que interagem
com o leito. O caso mesopicnal trata de um escoamento intermediário entre correntes hi-
popicnais e hiperpicnais. É importante constatar que esta classificação simplificada não
é estática porque quando ocorre a interação entre os fluidos da corrente e ambiente, o
valor de ∆ρ pode variar.

Além da classificação em relação ao valor de ∆ρ, podemos classificar uma cor-
rente de densidade em relação ao mecanismo de iniciação. Desta forma podemos ter
dois grandes grupos de correntes de densidade: remobilização não-instantânea de ma-
terial (Figuras 3.2b e 3.2d) e remobilização instantânea de material (Figuras 3.2a e 3.2c).
Os escoamentos associados a remobilização não-instantânea de material, também cha-
mados de quasi-steady flow (MULDER; ALEXANDER, 2001), são caracterizados pela
alimentação contínua de material durante um determinado período de tempo. No con-
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Figura 3.2 – Exemplo dos mecanismos de iniciação de correntes de densidade: remobili-
zação não-instantânea dematerial (a) e (c) e remobilização não-instantânea
de material (b) e (d) . Adaptado de Francisco (2018)

texto geofísico podem ser eventos que tem duração de horas, dias ou até mesmo anos,
permitindo que o escoamento alcance uma velocidade constante. Enquanto que os esco-
amentos resultantes de uma remobilização instantânea de material, conhecidos como
surge-like flow (MULDER; ALEXANDER, 2001), são definidos pelo deslocamento de
uma quantidade finita de material e comportam-se como resposta à um pulso quando
analisados ao longo do tempo. Neste caso, o escoamento tem como características uma
rápida aceleração seguida por um decaimento da velocidade.

3.1.1 A configuração Lock-release
A abordagem mais simples empregada no estudo de correntes de densidade é

baseada na reprodução de eventos de remobilização instantânea de material e consiste
na liberação instantânea de um volume fixo de um fluido com uma determinada massa
específica em um fluido ambiente com menor massa específica por meio da retirada de
uma placa que inicialmente mantém ambos fluidos separados. Esta abordagem é co-
nhecida da literatura como correntes de densidade lock-release e vem sendo estudada
tanto experimentalmente quanto numericamente. Normalmente é empregada para estu-
dar escoamentos hiperpicnais usando sedimentos em suspensão ou sal dissolvido como
agente que promove a diferença de massa específica entro os dois fluidos, porém há
registros na literatura de autores que empregaram a abordagem lock-release para estu-
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Figura 3.3 – Diferentes condições iniciais empregadas no estudo de correntes de densi-
dade lock-release hiperpicnais: configuração canalizada (a), configuração
cilíndrica (b) e configuração canal/bacia (c).

dar escoamentos hipopicnais (PARSONS et al., 2001) e mesopicnais (CHEONG et al.,
2006). A forma de propagação do escoamento resultante está associada à condição ini-
cial do fluido confinado, sendo mais comum o emprego de configurações canalizadas
(SIMPSON, 1972; HACKER et al., 1996; SHER; WOODS, 2015), axi-simétricas (CAN-
TERO et al., 2007; ZGHEIB et al., 2015) e de canal/bacia (FRANCISCO et al., 2018). É
usual em configurações canalizadas a nomenclatura lock-exchange para tratar de uma
corrente de densidade lock-release quando ambos fluidos possuem o mesmo volume.

Em configurações canalizadas (Figura 3.3a) o fluido está inicialmente confinado
entre as paredes de um canal e quando o escoamento é iniciado observa-se variações
mais importantes de velocidade e demassa específica nas direções vertical e de propaga-
ção do escoamento. Enquanto que em configurações cilíndricas (Figura 3.3b, representa
um quarto do domínio correspondente) o fluido está inicialmente confinado em um cilin-
dro e quando o escoamento é iniciado, forma-se uma corrente de densidade que se pro-
paga de forma circular onde é observado variações mais importantes de velocidade e de
massa específica nas direções vertical e radial. Já em configurações canal/bacia (Figura
3.3c), o fluido é inicialmente confinado em um pequeno canal e quando o escoamento
é iniciado a corrente de densidade resultante é liberada em uma região não-confinada,
resultando em um escoamento onde todas as direções possuem variações importantes
de velocidade e massa específica.

Inicialmente o problema de correntes de densidade lock-release foi estudado em
configurações canalizadas, devido a sua menor complexidade na análise dos dados ad-
quiridos. Os primeiros questionamentos foram direcionados para a determinação da ve-
locidade de propagação da frente de uma corrente de densidade em função da variação
de massa específica inicial. Foi determinada uma velocidade potencial (KáRMáN, 1940),
referida na literatura como velocidade de buoyancy e normalmente denotada como ũb

1,
que fornece uma ideia de ordem de grandeza das velocidades associadas a um escoa-
mento originado por uma configuração lock-release. Esta velocidade pode ser determi-
1 •̃ representa grandezas dimensionais.
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nada assumindo que para uma determinada coluna de fluido com altura H̃, volume Ṽ ,
área de seção longitudinal Ã e massa específica com um acréscimo de ∆ρ em relação a
massa específica do fluido ambiente ρ0, existe uma conversão total de energia potencial
em energia cinética na forma:

Ã
� H̃

0
g∆ρ x̃2dx̃2

� �� �
Energia potencial

= 1
2 Ṽ ρ0ũ

2
b

� �� �
Energia cinética

, (3.1)

onde g é a aceleração da gravidade e x̃2 é a coordenada vertical. Realizando a integra-
ção da energia potencial e isolando a velocidade de flutuação, podemos determinar esta
velocidade potencial em função da aceleração da gravidade, a altura da coluna de fluido,
a massa específica do fluido ambiente e o acréscimo de massa específica em relação ao
fluido ambiente:

ũb =
�

∆ρ

ρ0
gH̃. (3.2)

Quando realizamos a adimensionalização aplicada a um problema do tipo lock-release,
pelo menos dois grupos adimensionais associados ao valor característico de velocidade
são incluídos na análise: o número de Reynolds (Re) que relaciona forças inerciais com
forças viscosas e o número de Richardson (Ri) que relaciona energia potencial com ener-
gia cinética. Em problemas deste tipo é comum considerar a velocidade de flutuação e
a altura da coluna de fluido mais denso como escalas características, resultando em nú-
meros adimensionais na forma:

Re = ũbH̃

ν
= 1

ν

�
∆ρ

ρ0
gH̃3, e Ri = ∆ρgH̃

ρ0ũ2
b

= 1, (3.3)

onde ν é a viscosidade cinemática do fluido. Desta forma, o número de Reynolds possuí
todas as informações a respeito da coluna de fluidomais densa (H̃,∆ρ e ρ0) enquanto que
o número de Richardson torna-se uma constante. Posteriormente Kármán (1940) deter-
minou na configuração de canal que, quando é assumido um escoamento não-viscoso, a
velocidade de propagação da frente de uma corrente de densidade (ũf ) vale exatamente
a metade da velocidade de flutuação (ũf = ũb/2). Porém em escoamentos reais a velo-
cidade de propagação da frente é geralmente menor do que a metade da velocidade de
flutuação, devido a efeitos de dissipação viscosa e mistura entre fluido da corrente e o
fluido ambiente.

De acordo com Cantero et al. (2007), uma corrente de densidade produzida em
problemas lock-release pode apresentar até três regimes dinâmicos que são classifica-
das de acordo com o comportamento da velocidade de propagação da frente ao longo
do tempo. Estas fases dinâmicas possuem uma fraca dependência com a condição ini-
cial do escoamento, podem ser consideradas como comportamentos auto-similares e
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Figura 3.4 – Exemplo do comportamento da velocidade da frente de uma corrente de den-
sidade emumcanal em função do tempo, onde são observadas as diferentes
fases dinâmicas. Adaptado de Cantero et al. (2007).

seguem uma determinada ordem: após uma rápida aceleração, a corrente de densidade
se propaga com uma velocidade constante (referida como slumping phase); em um de-
terminado tempo, chamado de tempo de slumping, se dá o início da fase inercial onde a
velocidade de propagação da frente decresce na forma t−n; após um tempo suficiente-
mente longo, a corrente entra no regime viscoso e a velocidade de propagação decresce
na forma t−m (com m > n). Os coeficiente n e m, são constantes que dependem da
geometria inicial do fluido confinado (canal, axi-simétrico, etc). A Figura 3.4 sumariza o
comportamento da velocidade de propagação de uma corrente de densidade produzida
pela configuração lock-release em um canal, onde observa-se a passagem do escoa-
mento pelas três fases dinâmicas. Neste caso, os coeficientes n e m possuem valores
consensuais na literatura, valendo 1/3 e 4/5 respectivamente.

A quantificação do tempo de slumping em configurações lock-release canaliza-
das vem sendo discutida na literatura há algum tempo. Dentre vários trabalhos neste
tópico pode-se destacar a equação proposta por Marino et al. (2005), que consiste em
determinar este instante de tempo a partir dos parâmetros do problema. Esta equação
proposta possuí à forma

t̃s =
�

2ξ

3ũf,s

�3

x̃f,0, (3.4)

onde x̃f,0 é o comprimento do canal ocupado pelo fluido mais denso (alternativamente
pode ser interpretado como a posição inicial da frente da corrente de densidade), ũf,s é a
velocidade média da frente da corrente durante a fase de slumping e ξ é uma constante
a ser ajustada. Em seu trabalho, Marino et al. (2005) estimou que esta constante assumi
valores no intervalo 1,35 ≤ ξ ≤ 1,8. Em uma investigação mais recente, Cantero et al.
(2007) determinou que ξ = 1,47 produz o melhor ajuste da Eq. (3.4) quando alimentada
com valores de ũf,s medidos em função do número de Reynolds.
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Figura 3.5 – Alcance da corrente de densidade no tempo de slumping normalizada pelo
comprimento da parcela do canal ocupado pelo fluidomais denso em função
da velocidade média da frente, onde a linha tracejada representa o compri-
mento do canal em configurações lock-exchange.

O emprego da Eq. (3.4) fornece uma boa estimativa de qual seria o alcance de
uma corrente de densidade durante a fase de slumping, na forma x̃f,s = ũf,s × t̃s. Quando
aplica-se os dados disponíveis no trabalho de Cantero et al. (2007) para estimar esta dis-
tância percorrida, é possível concluir que configurações lock-exchange sempre produ-
zem escoamentos com velocidade de propagação da frente constante porque o alcance
da fase de slumping é maior do que o comprimento do canal, conforme observado na
Figura 3.5.

3.1.2 A anatomia de uma corrente de densidade e as estruturas de lobos e
fendas

Após o desenvolvimento inicial do escoamento são observadas diferen-
tes regiões internas que possuem características hidrodinâmicas e funções no transporte
do fluido da corrente distintas. Conforme o exemplo de uma corrente de densidade hiper-
picnal apresentado pela Figura 3.6, existe uma região frontal chamada de cabeça e a
montante outra região referida como o corpo da corrente. Alguns autores também se re-
ferem a outra região a jusante do corpo como a cauda da corrente de densidade, que
é geralmente descrita como a interface posterior da corrente de densidade com o fluido
ambiente (HACKER et al., 1996).

A cabeça da corrente, já estudada experimentalmente (SIMPSON, 1972; SIMP-
SON; BRITTER, 1979; GARCÍA; PARSONS, 1996; NOGUEIRA et al., 2014), teorica-
mente (ALLEN, 1971) e numericamente (HÄRTEL et al., 2000), é retratada como a região
frontal da corrente que penetra no fluido ambiente e é responsável pela maior parcela do
entranhamento de fluido ambiente na corrente. Este entranhamento de fluido ambiente
está associado ao grande deslocamento de fluido na parte superior da cabeça, carac-
terizado por um forte gradiente de velocidade na direção vertical que promove o movi-
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Figura 3.6 – Exemplo das regiões e estruturas presentes em uma corrente de densidade
hiperpicnal.

mento de fluido na direçãomontante em relação à propagação do escoamento (HUGHES,
2016). Esta particularidade do escoamento propicia o crescimento de instabilidades cisa-
lhantes que, geralmente, são observadas na forma de vórtices Kelvin-Helmholtz (SIMP-
SON, 1999). O ponto mais a jusante da cabeça é chamado de nariz, quando o leito esta
associado à uma condição de deslizamento livre o nariz da corrente coincide com o leito.
Enquanto que no caso de uma condição de não-deslizamento ocorre um descolamento
do nariz em relação ao leito (BRITTER; SIMPSON, 1978; SIMPSON; BRITTER, 1979)
e tendo como consequência a formação de uma região instavelmente estratificada na
cabeça da corrente com a possibilidade do desenvolvimento de instabilidades gravitaci-
onais (SIMPSON, 1972).

Alémdodesenvolvimento de instabilidades cisalhantes, o entranhamento de fluido
ambiente na cabeça de uma corrente de densidade pode causar heterogeneidades pró-
ximas ao nariz que se propagam na direção transversal à propagação do escoamento
conhecidas como estruturas de lobos e fendas. Estas estruturas do escoamento carac-
terizam uma alternância de regiões de alto e baixo contraste de massa específica entre
o leito e o nariz da corrente favorecendo a movimentação de fluido ambiente na parte
inferior da corrente (SIMPSON, 1972). No caso de correntes densidade transportando
sedimentos em suspensão as estruturas de lobos e fendas são responsáveis por varia-
ções locais na altura do depósito, podendo causar variações topológicas no leito apenas
por efeitos hidrodinâmicos (ESPATH et al., 2015).

Simpson (1972) buscou estabelecer relações quantitativas entre as diferentes es-
calas geométricas presentes na cabeça de uma corrente de densidade hiperpicnal ca-
nalizada. Para esta finalidade foram realizadas numerosas experiências empregando a
configuração lock-release variando a altura do nível de água e a concentração de sal,
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Figura 3.7 – Exemplo das das alturas da cabeça e do nariz de uma corrente de densidade.
Adaptado de Simpson (1972)

onde foi medido a velocidade de propagação do escoamento (ũf ), as alturas da cabeça
e do nariz da corrente (h̃head e h̃nose respectivamente), conforme apresentado na Figura
3.7, e comprimento de onda médio das estruturas de lobos e fendas (λ̃). Para cada expe-
riência foi determinado a relação entre as alturas do nariz e da cabeça, a relação entre
largura média das estruturas de lobos e fendas e a altura da cabeça e o número de Rey-
nolds associado a cabeça da corrente de densidade, determinado na forma:

Rehead = ũf h̃head

ν
, (3.5)

Finalmente foram propostas as seguintes leis de escala das relações entre os compri-
mentos característicos em função do número de Reynolds da cabeça da corrente:

h̃nose

h̃head
= 0,61Re−0,23±0,01

head , (3.6)

λ̃

h̃head
= 7,4Re−0,39±0,02

head . (3.7)

Estas relações empíricas permitem concluir, dentro das limitações das experiências, que
quanto maior é o valor o número de Reynolds, o nariz da corrente estará mais próximo
do leito e menor é o comprimento de onda médio das estruturas de lobos e fendas.

3.2 Mistura irreversível
De acordo com diversos autores, a mistura irreversível de um escoamento estrati-

ficado pode ser definida como a parcela de energia fornecida pelo escoamento que é uti-
lizada para misturar o campo de massa específica de maneira irreversível (WINTERS et
al., 1995; PELTIER; CAULFIELD, 2003), sendo assim, essamistura trata de umprocesso
de transferência de energia. Ela é geralmente tratada como um processo que está asso-
ciado as pequenas escalas do escoamento e, geralmente, a eficiência deste processo
é empregada na formulação de modelos de difusividade mássica turbulenta (OSBORN,
1980).
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Figura 3.8 – Esquema simplificado dos reservatórios e transferências de energia em um
escoamento estratificado. Adaptado de Winters et al. (1995).

A quantificação deste processo de transferência de energia é fundamentada na
abordagem da partição de energia potencial introduzida por Lorenz (1955). Esta aborda-
gem permite dividir a energia potencial de uma escoamento estratificado em duas par-
celas: disponível e background. Conforme descrito na literatura (LORENZ, 1955; WIN-
TERS et al., 1995; PELTIER; CAULFIELD, 2003), a energia potencial disponível é a par-
cela de energia potencial que está, como sugere seu nome, disponível no escoamento
para ser transformada em quantidade de movimento. Enquanto que a energia potencial
background correspondente a um estado de energia potencial miníma alcançado por re-
distribuição adiabática da massa específica. Neste contexto a mistura irreversível é a
transferência de energia potencial disponível para energia potencial background.

Winters et al. (1995) derivou, baseado na abordagem de partição da energia po-
tencial, as equações de energia em um volume de controle qualquer para um escoamento
estratificado empregando as hipóteses de escoamento incompressível, fluido newtoniano
e pequenas variações de massa específica, resultando em um balanço de energia repre-
sentado pela Figura 3.8. Nesta figura as caixas representam reservatórios de energia e as
flechas descrevem as possíveis transferências de energia entre os reservatórios, onde as
flechas possuem apenas um sentido trata-se transferências irreversíveis, as flechas com
dois sentidos são transferências reversíveis e as linhas tracejadas correspondem aos flu-
xos de energia associados às superfícies do volume de controle. No caso de sistemas
fechados, os fluxos de superfície são nulos e a energia externa é desconsiderada e, em
função do fluxo de buoyancy ser a única transferência reversível de energia, é comum
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tratar a soma de energia cinética e energia potencial disponível como o total de ener-
gia disponível no sistema. Desta forma, defini-se a eficiência de mistura de irreversível
(aqui denotada como η) como a relação entre as perdas de energia disponível por efeitos
de mistura irreversível e todas as perdas de energia disponível (PELTIER; CAULFIELD,
2003):

η = Mistura irreversível
Mistura irreversível + Dissipação viscosa . (3.8)

Na aplicação de correntes de densidade, Hughes e Linden (2016) realizaram ex-
periências utilizando a configuração lock-exchange canalizada e sal em suspensão como
agente que promove o contraste de massa específica, visando quantificar a eficiência de
mistura desses escoamentos. Devido as limitações de seus experimentos foi proposto a
quantificação da eficiência de mistura desconsiderando as variações de energia interna,
resultando em uma relação entre variações de energia potencial background e variações
de energia disponível. Variando o número de Reynolds associado a cabeça de corrente
de densidade no intervalo 7,4 × 103 ≤ Rehead ≤ 7,2 × 104, observou-se que a eficiên-
cia de mistura possui um comportamento assintótico com este parâmetro, alcançando o
valor máximo de 0,08. Posteriormente foi proposto um modelo matemático simplificado
que desconsidera os efeitos da cabeça da corrente de densidade e trata o escoamento
como uma camada de mistura, originando-se uma relação da eficiência de mistura como
função da declividade da dessa camada no ponto de inflexão normalizada pela altura do
canal (δML):

η = 2δ2
ML
3

1 − 2δML

3�
1 − δML

2

�2 . (3.9)

A partir de seis medições experimentais variando o número de Reynolds, os autores en-
contraram um valor constante de δML = 0,33. Substituindo este valor de δML na Eq. (3.9),
encontra-se uma eficiência de mistura de 0,081, sugerindo que o valor da eficiência de
mistura de uma corrente de densidade é dominado pela dinâmica associada ao corpo da
corrente.

3.3 Teoria da estabilidade linear
De uma maneira geral, a transição de um escoamento do regime laminar para o

regime turbulento está associada com uma instabilidade do escoamento laminar de refe-
rência. Sendo assim, pequenas perturbações crescem em amplitude extraindo energia
do escoamento médio e geram estruturas coerentes com amplitude finita que, através
de interações não-lineares, iniciam o processo de transição à turbulência (GENNARO;
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RODRíGUEZ, 2016). Em muitos casos as estruturas coerentes observadas em esco-
amentos turbulentos têm origem na instabilidade do escoamento de referência. Neste
contexto, a teoria da estabilidade linear é uma ferramenta cujo emprego fornece umame-
lhor compreensão dosmecanismos físicos associados à uma estrutura coerente, além de
servir de base para a construção de modelos teóricos e modelos reduzidos (GENNARO;
RODRíGUEZ, 2016; LOISEAU et al., 2019).

O estudo da instabilidade, baseado na teoria da estabilidade linear, é geralmente
fundamentado em analisar o comportamento do escoamento após a introdução de per-
turbações com amplitude infinitesimal, permitindo a linearização das equações gover-
nantes do problema. Em casos mais específicos quando se assume a homogeneidade
das equações linearizadas em repeito ao tempo, é possível atribuir comportamento ex-
ponencial nas perturbações, transformando as equações em um problema de autovalo-
res/autovetores (GENNARO; RODRíGUEZ, 2016).

A maior parte dos conceitos utilizados na teoria da estabilidade linear têm sido
herdados ou desenvolvidos em conjunto com a teoria matemática de sistemas dinâmi-
cos. Neste contexto, um sistema dinâmico é estabelecido por um sistema de equações
diferenciais, onde o estado do sistema é definido por um vetor qi que contém todas as
variáveis do problema e satisfaz as equações governantes do problema. É dito que um
estado de referência q̄i é estável, no sentido de Lyapunov, se após a introdução de uma
perturbação q′

i qualquer retorna a seu estado original, caso contrário o estado de referên-
cia é instável (GENNARO; RODRíGUEZ, 2016). Na análise de escoamentos o vetor qi

é composto por velocidade, pressão e outras grandezas escalares como, por exemplo,
a temperatura e a salinidade, e o estado de referência q̄i é chamado de escoamento de
base.

De uma maneira geral, as equações que descrevem o comportamento das pertur-
bações derivam da linearização das equações governantes do problema. Este procedi-
mento é realizado introduzindo uma decomposição das variáveis do problema em estado
de referência e perturbação na forma:

q(xj, t) = q̄(xj) + q′(xj, t), (3.10)
sendo xj o sistema de coordenadas e t o tempo. Supondo que a amplitude da pertur-
bação é infinitesimal (|q′| ≪ 1) e que o estado de referência é uma solução das equa-
ções, desconsideram os termos não lineares por análise de ordem de grandeza. As per-
turbações podem ser classificadas em dois grandes grupos em relação ao seu compor-
tamento temporal: não-modais e modais. Perturbações não-modais descrevem o cresci-
mento ou decrescimento transiente e estão associadas ao estudo de dinâmicas de tempo
curto e matematicamente correspondem a problemas de valor inicial (SCHMID, 2007;
SCHMID; BRANDT, 2014). Enquanto que perturbações modais representam o cresci-
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mento/decrescimento assintótico (ou exponencial), estando relacionadas ao estudo de
dinâmica de tempo longo (onde o transiente inicial é desconsiderado) e são matemati-
camente descritas por problemas de autovalores/autovetores generalizados (DRAZIN;
REID, 2004; JUNIPER et al., 2014).

O estado referência para um escoamento é descrito, na literatura Loiseau et al.
(2019), como uma solução laminar das equações de Navier-Stokes invariante no tempo.
No contexto do estudo da cabeça de uma corrente de densidade hiperpicnal em configu-
ração lock-exchange não há nenhum trabalho que propôs um escoamento de base que
satisfaz esta descrição, uma vez que o escoamento resultante de tal condição inicial é
transiente. Em uma tentativa de caracterizar as estruturas de lobos e fendas em termos
de uma instabilidade do escoamento, Härtel et al. (2000) realizaram análises de esta-
bilidade linear com perturbações modais adotando uma média temporal de simulações
numéricas da cabeça da corrente em um referencial móvel como escoamento de base.
Embora tenham encontrado resultados de comprimento de onda das estruturas de lobos
e fendas que estão de acordo com o trabalho de Simpson (1972), de acordo com Sipp e
Lebedev (2007) e Loiseau et al. (2019), esta abordagem pode levar a resultados equivo-
cados, uma vez que a média temporal de um escoamento turbulento não é equivalente a
um escoamento de base.

Emuma investigaçãomais recente, Xie et al. (2019) consideraramque o desenvol-
vimento das instabilidades hidrodinâmicas que resultam nas estruturas de lobos e fendas
estão associadas apenas a estratificação instável do nariz da corrente e, desprezando
o campo de velocidades, assumiram campos instantâneos de massa específica como
escoamento de base. Esta abordagem permitiu aos autores formular um modelo simplifi-
cado que como resultado expressa a largura de uma estrutura de lobos (λ) e fendas em
função do número de Reynolds (Eq. 3.3) e do número de Schmidt (Sc):

λ = 2π





2
Re2


2
�

1 + 1
Sc

�
+
�
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�

1 + 1
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�2
− 3




2

− 1





1/3

. (3.11)

Conforme observado, no estudo de instabilidades na cabeça de correntes de den-
sidade não existe consenso na escolha de um escoamento de base. Porém todos os
resultados presentes na literatura sugerem que, de fato, há uma conexão direta entre o
mecanismo de estratificação instável no nariz da corrente com o desenvolvimento das
estruturas de lobos e fendas por meio de instabilidades gravitacionais.
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3.4 Simulação numérica direta e simulação de grandes escalas
Uma característica presente em escoamentos nas mais diversas aplicações é a

turbulência. Até o momento, não há uma definição global e exata para a turbulência po-
rém, de acordo com Lesieur (2008), escoamentos turbulentos possuem padrões que se
repetem em diferentes configurações. Geralmente, escoamentos turbulentos são tridi-
mensionais, instáveis, dissipativos e apresentam flutuações (em torno de uma média)
que são vistas como um movimento caótico contendo estruturas coerentes. A turbulên-
cia também pode ser interpretada como uma componente rotacional do escoamento que
atua em grande espectro de escalas de comprimento e tempo. Os grandes vórtices estão
associados às baixas frequências enquanto que os pequenos vórtices às altas frequên-
cias. Os grandes vórtices são instáveis e podem se reduzir a pequenos vórtices, que po-
dem se reduzir a vórtices menores ainda e assim sucessivamente. Este fenômeno esta
associado a uma transferência de energia entre as diferentes escalas do escoamento,
configurando uma cascata de energia no espaço espectral. Desta forma, energia do es-
coamento médio extraída pelos grandes vórtices é posteriormente dissipada pelos pe-
quenos vórtices. Finalmente, por serem o meio de extração de energia do escoamento
médio, os grandes vórtices são aqueles que possuem as maiores parcelas de energia
associada a turbulência do escoamento.

Com base nestes padrões de transferência de energia entre as escalas do es-
coamento, as simulações computacionais objetivam encontrar soluções numéricas das
equações de Navier-Stokes que de alguma forma leve em consideração todas as esca-
las do escoamento ou pelo menos uma parcela importante de escalas. No contexto de
considerar todas as escalas do escoamento, é pertinente questionar “Qual seria a menor
escala do escoamento?”. A teoria de Kolmogorov, baseada em uma hipótese e combi-
nada com pressupostos de análise dimensional e observações experimentais se propõe
a responder este questionamento. Conforme demonstrado por Möller e Silvestrini (2004),
a ordemdemagnitude dasmenores escalas de comprimento de umescoamento, referida
como escala de Kolmogorov e denotada por η, pode ser aproximada na forma:

η ≈
�

ν3

ε′

�1/4

, (3.12)

onde ε′ é a taxa de dissipação de energia cinética turbulenta.
No presente estudo, são utilizadas duas abordagens na realização das simula-

ções computacionais: Simulação Numérica Direta, ou na língua inglesa Direct Numerical
Simulation (DNS), e Simulação de Grandes Escalas, ou na língua inglesa Large Eddy Si-
mulation (LES). A primeira tem como objetivo resolver todas as escalas do escoamento
(Figura 3.9), fornecendo ummaior detalhamento dos resultados e uma solução numérica
que é tida comomais próxima possível da solução exata das equações (LESIEUR, 2008).
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Figura 3.9 – Exemplo da distribuição de energia cinética E(k) em função do número de
onda associado às escalas do escoamento k. Sendo kc é o número de onda
de corte arbitrário, kη é o número de onda associado a escala de Kolmogorov
e a área preenchida corresponde à quantidade de energia não resolvida pela
abordagem de simulação de grandes escalas.

Em função dessas características, uma Simulação Numérica Direta requer um número
de graus de liberdade da malha de cálculo maior, quando comparada a outras aborda-
gens, o que aumenta consideravelmente o custo computacional de uma simulação e li-
mita a sua aplicação. Enquanto que na abordagem de Simulação de Grandes Escalas,
as escalas do espectro de turbulência são resolvidas até um número de onda de corte
arbitrário kc (Figura 3.9). A energia correspondente a números de onda maiores do que
kc, podem ser tratados de diversas formas, por exemplo filtros combinados com mode-
los sub-malha que descrevem o comportamento da cascata de energia ou até mesmo o
aporte de dissipação artificial com a finalidade de desconsiderar as menores escalas do
escoamento. Estas características permitem reduzir o número de graus de liberdade da
malha de cálculo necessários para realizar uma simulação, implicando em menores cus-
tos computacionais o que aumenta as possibilidades de aplicação porém os resultados
obtidos tem um menor detalhamento (FRANTZ, 2018).
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4 Metodologia

Este capítulo possui uma descrição dametodologia empregada nesse trabalho, in-
cluindo a formulação dos modelos matemáticos utilizados, os pós-processamentos para
o tratamento de dados adquiridos para a obtenção de grandezas de interesse, os mé-
todos numéricos presentes nas ferramentas computacionais e o código computacional
adotado para a realização das simulações.

4.1 Formulação matemática do problema
Nesta seção é descrito a formulação das configurações de escoamento conside-

radas neste estudo, compostas pelas hipóteses simplificadoras, equações gerais, condi-
ções de contorno e condição inicial. Primeiramente é descrito o problema lock-exchange,
que foi utilizado como base na formulação do modelo proposto para estudar especifica-
mente a cabeça de uma corrente de densidade em estado de equilíbrio. Posteriormente
é apresentado o modelo proposto para estudo da cabeça de uma corrente de densidade
e finalmente as equações de estabilidade linear, que possuem o objetivo de fornecer in-
formações a respeito da origem das estruturas de lobos e fendas.

Embora cada configuração de escoamento considerada neste estudo tenha suas
particularidades, todas compartilhamhipóteses simplificadoras de base. De umamaneira
geral correntes de densidade, no contexto geofísico, são descritas como um escoamento
estratificado em que a diferença de massa específica entre o escoamento e o fluido am-
biente é causada por variações de temperatura, concentração salina (salinidade) ou se-
dimentos em suspensão (MEIBURG; KNELLER, 2010). Em razão destas variações de
massa específica não estarem associadas com variações de pressão, correntes de den-
sidade são geralmente tratadas como escoamentos incompressíveis. Normalmente, as
diferenças de massa específica são consideradas pequenas permitindo o emprego da
aproximação de Boussinesq.

A aproximação de Boussinesq é geralmente assumida no estudo de escoamen-
tos estratificados em meios líquidos e propõe que podemos considerar as variações de
massa de específica associadas as forças de empuxo e desprezar as demais variações
de massa específica (RIEUTORD, 2014). Desta forma quando utilizamos as equações
de Navier-Stokes para descrever o movimento dos fluidos, as variações de massa espe-
cífica ficam associadas apenas ao termo gravitacional.

Em seu estudo, Ruschel (2018) realizou simulações numéricas levando em con-
sideração a variação das propriedades físicas dos fluidos em função da concentração
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Figura 4.1 – Esquema da configuração inicial de uma corrente de densidade lock-
exchange.

de uma grandeza escalar e foi constatado que no domínio das pequenas concentrações
não há diferença significativa nas características de correntes de densidade. Estes resul-
tados sugerem que o emprego da hipótese de fluido newtoniano e propriedades físicas
contantes, além de simplificar o problema matemático, produzem resultados com boa
fidelidade.

4.1.1 Formulação da configuração lock-exchange
A configuração lock-exchange é descrita como um caso específico de configura-

ções lock-release canalizadas, onde tanto o fluido mais pesado quanto o fluido mais leve
possuem o mesmo volume conforme o esquema apresentado na Figura 4.1. Neste es-
quema, o volume preenchido pela cor cinza representa o fluido mais pesado, x2 a direção
vertical, g o campo gravitacional, x1 a direção de propagação da corrente de densidade
resultante desta configuração e x3 é a direção transversal à direção de propagação do
escoamento.

Empregando as hipóteses de escoamento incompressível, fluido newtoniano e
a aproximação de Boussinesq, uma corrente de densidade lock-exchange é matema-
ticamente descrita pelo sistema de equações composto por equação da continuidade,
equação da quantidade de movimento e equação de transporte escalar. Este sistema de
equações pode ser adimensionalizado com as grandezas características do problema
lock-release descrito anteriormente (ũb e H̃), na forma:

∂ui

∂xi

= 0, (4.1a)

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= − ∂p

∂xi

+ 1
Re

∂2ui

∂xj∂xj

− φδ2i, (4.1b)
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∂φ

∂t
+ uj

∂φ

∂xj

= 1
ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

, (4.1c)

onde t é o tempo, xi o sistema de coordenadas (conforme a Figura 4.1), ui o campo
de velocidades, p a pressão, φ uma concentração escalar, δij o delta Kronecker, Re o
número de Reynolds (Eq. 3.3) e Sc o número de Schmidt. O número de Schmidt relaciona
a difusividade de quantidade de movimento (viscosidade cinemática) com a difusividade
de massa:

Sc = ν

κ
, (4.2)

onde κ é o coeficiente de difusão mássica que representa a facilidade com que um soluto
semove em um solvente. Em problemas em que a quantidadeφ representa uma variação
de temperatura, o número de Schmidt é substituído pelo número de Prandtl. É importante
constatar que o número deRichardson nesta configuração (Eq. 3.3), devido a escolha das
escalas características, é reduzido à unidade e em função desta particularidade é omitido
do termo gravitacional na equação da quantidade de movimento.

Neste estudo, foi considerado para o campo de velocidades condição de contorno
de não-deslizamento nas posições x2 = 0 e x2 = L2, condição de contorno de desliza-
mento livre nas posições x1 = 0 e x1 = L1 e periodicidade na direção x3. Enquanto que
para o campo escalar foi considerado condição de contorno de fluxo nulo nas posições
x1 = 0, x1 = L1, x2 = 0 e x2 = L2 e condição de contorno periódica na direção x3. É co-
mum, na literatura, o emprego de condição de contorno deslizamento livre para o campo
de velocidades no plano de topo do canal (CANTERO et al., 2007). Porém, existem incer-
tezas nesta condição de contorno porque na prática há uma superfície livre (normalmente
uma interface água/ar) e não consta na literatura nenhum estudo que procurou estabele-
cer a condição de contorno mais adequada.

A condição inicial representada na Figura 4.1 é descrita numericamente com a
função:

φ (xi, t = 0) = 1
2

�
1 − tanh

�
x1 − xf,0

δ

��
, (4.3)

onde xf,0 é a posição inicial da frente (em casos lock-exchange xf,0 = L1/2) e δ é a es-
pessura da interface entre o fluido mais denso e o fluido mais leve. Conforme proposto
no trabalho Espath et al. (2015), adota-se δ = (Re Sc)−1/2 nas simulações desta configu-
ração. O uso de uma função contínua no lugar de uma função degrau é necessário para
evitar instabilidades numéricas na vizinhança de x1 = xf,0. Também utiliza-se uma per-
turbação inicial no campo de velocidades com o objetivo de diminuir o tempo necessário
para o escoamento desenvolver estruturas tridimensionais. Em trabalhos anteriores (ES-
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PATH et al., 2015), esta perturbação é imposta em todas as componentes do campo de
velocidade na forma

ui (xi, t = 0) = exp
�
−
�

x1 − xf,0

δ

�2�
Xrand(xi), (4.4)

onde Xrand é um número aleatório cuja amplitude varia entre −0,1 e 0,1 (ESPATH et al.,
2015).

4.1.2 Modelo da Frente em Equilíbrio (MFE)
O Modelo da Frente em Equilíbrio (MFE) é baseado no acoplamento de um refe-

rencial móvel do tipo x1 − uf t no escoamento, conforme apresentado na Figura 4.2. A
velocidade de movimento do referencial é assumida constante e tem o mesmo valor da
velocidade da frente da corrente de densidade. Tal abordagem seria o equivalente nu-
mérico dos experimentos de Simpson e Britter (1979) e García e Parsons (1996) em que
é utilizado uma esteira no fundo do canal que se move no sentido contrario ao do esco-
amento. Esta transformação no sistema de coordenadas impacta as equações de quan-
tidade de movimento e de transporte escalar apenas no termo de transporte e, sendo
assim, o sistema de equações, que descreve matematicamente o problema, assumi a
forma:

∂ui

∂xi

= 0 (4.5a)

∂ui

∂t
+ (uj − ufδ1j)

∂ui

∂xj

= − ∂p

∂xi

+ 1
Re

∂2ui

∂xj∂xj

− φδ2i (4.5b)

∂φ

∂t
+ (uj − ufδ1j)

∂φ

∂xj

= 1
ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

, (4.5c)

onde uf é a velocidade da frente. O sistema de equações (4.5) é normalizado usando as
mesmas escalas características do problema lock-exchange o que facilita as compara-
ções entre os resultados obtidos usando ambas abordagens. Neste estudo a velocidade
da frente é medida em simulações na configuração lock-exchange com mesmo número
de Reynolds, porém também é possível utilizar dados disponíveis na literatura para atri-
buir um valor da velocidade frente adequado ao número de Reynolds de interesse.

As condições de contorno nesta configuração são mantidas as mesmas que no
caso lock-exchange com exceção do plano (x1 = 0, x2, x3). A partir de um balanço inte-
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Configuração lock-exchange 

Referecial móvel

Figura 4.2 – Esquema da configuração de escoamento “Modelo da frente em equilíbrio”,
primeiramente é apresentado a o desenvolvimento de uma corrente de den-
sidade na configuração lock-exchange e posteriormente o referencial móvel
utilizado na obtenção do modelo matemático proposto.

gral da equação da continuidade e aplicando as condições de contorno do problema é
concluído que o perfil de velocidades de entrada deve satisfazer a seguinte condição:

�

Γin

u1,in dΓin = 0, (4.6)

onde Γin é a superfície correspondente ao plano x1 = 0 e u1,in é o perfil de velocidades
normal à esta superfície. Uma segunda condição é obtida a partir da integração da Eq.
(4.5c) e assumindo que existe um estado de equilíbrio:

�

Γin

u1,inφin dΓin =
�

Γin

�
ufφin + 1

ReSc

∂φin

∂x1

�
dΓin, (4.7)

onde φin é o perfil de concentração na superfície Γin.
A condição descrita por Eq. (4.6) sugere que u1,in deve descrever tanto entrada

quanto saída de fluído e satisfazer as condições de contorno nas direções vertical e per-
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pendicular ao escoamento. Neste estudo, é adotado um perfil u1,in na forma:

u1,in(x2) = Ainsin (2πx2) , (4.8)
sendo Ain a amplitude do perfil. A distribuição de concentração na entrada é assumida
na forma:

φin(x2) = 1
2 [1 − tanh (2πx2 − π)] . (4.9)

Aplicando as funções u1,in eφin na Eq. (4.7), pode-se calcular a amplitude do perfil
de velocidades na entrada:

Ain =

�

Γin

�
ufφin + 1

ReSc

∂φin

∂x1

�
dΓin

�

Γin

sin (2πx2) φin dΓin

. (4.10)

Esta amplitude é calculada em tempo real durante a simulação, uma vez que o gradiente
de concentração na direção do escoamento não é conhecido a priori.

A condição inicial para esta configuração de escoamento é assumida na forma:

q(xi, t = 0) = qin

2

�
1 − tanh

�
x1 − xf,0

4

��
, (4.11)

onde q é uma variável qualquer do escoamento, qin a função que descreve uma variável
qualquer no plano de entrada, xf,0 a posição inicial da frente.

4.1.3 Equações de estabilidade linear
Conforme descrito anteriormente a análise de perturbações em escoamentos, por

meio da teoria da estabilidade linear, requer a escolha de um estado de base, modelo de
perturbação e equações linearizadas. Nessa análise é assumido que a formação das es-
truturas de lobos e fendas está associada apenas ao desenvolvimento de instabilidades
gravitacionais no nariz da corrente de densidade. Dessa forma, é desconsiderada a in-
fluência do campo de velocidades (ūi = 0) e o estado de base a ser estudado se reduz a
perfis de concentração escalar médios no tempo e na direção transversal ao escoamento
para cada posição x1. A escolha deste tipo de estado de referência resulta em funções
que dependem apenas da direção vertical (x2), configurando uma análise de estabilidade
linear local (JUNIPER et al., 2014).

Esta configuração requer um ajuste nos números adimensionais do escoamento,
uma vez que não há um campo de velocidades de referência. De maneira similar a ob-
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tenção da velocidade característica ub (Eq. 3.1), é assumido o mesmo comprimento ca-
racterístico das outras configurações tratadas e uma velocidade característica na forma:

u2
LST
2 =

� 1

0
x2φ̄MFE(x2)dx2, (4.12)

sendo uLST a velocidade característica desta configuração e φ̄MFE(x2) um perfil médio de
concentração escalar extraído de uma simulação do modelo da frente em equilíbrio para
uma posição x1 dada. Com um novo valor de velocidade característica determinado, os
números de Reynolds e de Richardson são ajustados:

ReLST = uLSTRe e RiLST = 1
u2

LST
. (4.13)

Aplicando a decomposição das variáveis do escoamento, de acordo com a Eq.
(3.10), nas equações (4.5a), (4.5b) e (4.5c), e assumindo que a amplitude das perturba-
ções é infinitesimal e que o estado de base considerado é uma solução das equações
governantes, obtem-se as equações linearizadas do problema:

∂u′
i

∂xi

= 0, (4.14a)

∂u′
i

∂t
− uf

∂u′
i

∂x1
= − ∂p′

∂xi

+ 1
ReLST

∂2u′
i

∂xj∂xj

− RiLSTφ′δi2, (4.14b)

∂φ′

∂t
= 1

ReLSTSc

∂2φ′

∂xj∂xj

− u′
2
dφ̄MFE

dx2
. (4.14c)

É importante constatar que o número de Schmidt depende apenas das propriedades dos
fluidos e em razão deste fato permanece inalterado nesta configuração.

Neste estudo, são consideradas perturbaçõesmodais (JUNIPER et al., 2014) que
se desenvolvem apenas na direção transversal ao escoamento. Tais perturbações para
uma variável qualquer do escoamento possuem a forma de ondas planas:

q′
i = q̂i(x2)exp (ik3x3 − iωt) , (4.15)

sendo q̂i funções de amplitude unidimensionais (devido a escolha do estado de referên-
cia), k3 o número de onda na direção transversal ao escoamento e ω é um número com-
plexo cuja parte real (ωr) representa a frequência angular de oscilação enquanto que sua
parte imaginária (ωi) descreve a taxa de amplificação ou decaimento. Neste contexto
uma perturbação com ωi ≤ 0 é estável e ωi > 0 é instável. Finalmente, substituindo o
modelo de perturbação nas equações linearizadas, e realizando o procedimento descrito
por Schmid e Brandt (2014) com o objetivo de retirar a pressão das equações, as equa-
ções de estabilidade resultantes configuram um problema de autovalores generalizado
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do tipoAq̂ = −iωBq̂, com autovalores ω e autovetores q̂. Este problema é descrito pelas
equações:

−iω

�
d2

dx2
2

− k2
3

�
û2 = 1

ReLST

�
d4

dx4
2

− 2k2
3

d2

dx2
2

+ k4
3

�
û2 + RiLSTk2

3φ̂, (4.16a)

−iωφ̂ = 1
ReLSTSc

�
d2

dx2
2

− k2
3

�
φ̂ − û2

dφ̄MFE

dx2
, (4.16b)

com condições de contorno para as funções de amplitude na forma:

û2 = dû2

dx2
= dφ̂

dx2
= 0, em x2 = 0, x2 = 1. (4.17)

Tais condições representam perturbações com condição de não-deslizamento, irrotacio-
nais e com fluxo difusivo nulo nos contornos.

O problema de autovalores generalizado descrito pelas equações (4.16a), (4.16b)
e (4.17) é resolvido para cada posição x1, que é representada pelo parâmetros ReLST,
RiLST e φ̄MFE e variando o número de onda k3. Neste âmbito, o interesse desta análise é
buscar as perturbações mais instáveis (com maior taxa de amplificação) que satisfaçam
as equações do problema de estabilidade.

4.2 Pós-processamentos
Nesta seção serão descritos os métodos empregados no pós-processamento dos

dados adquiridos pelas simulações. A partir desses dados foram determinados a posição
e velocidade da frente da corrente de densidade, o comprimento e altura da cabeça da
corrente de densidade, altura do nariz da corrente e comprimento de onda média das
estruturas de lobos e fendas. Exclusivamente para a configuração lock-release foi reali-
zado a quantificação da eficiência de mistura, baseada no método de partição de energia
potencial.

4.2.1 Determinação dos limites da cabeça de uma corrente de densidade
Acabeça de uma corrente de densidade é formalmente descrita na literatura como

a região do escoamento limitada entre a posição de frente e uma posição caracterizada
pelo desprendimento de vórtices de Kelvin-Helmholtz (SHER; WOODS, 2015). Em geral,
os métodos atualmente empregados consistem em usar iso-valores do campo de con-
centração para a determinação de tais grandezas. Porém não há um consenso sobre um
iso-valor exato, transmitindo uma grande incerteza para os resultados adquiridos devido
à grande sensibilidade das grandezas com os métodos (CANTERO et al., 2007).
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−Lhead 0
x1 − xf
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Figura 4.3 – Exemplo do método empregado na definição dos limites da cabeça de uma
corrente de densidade baseado na grandeza integral hLA.

Neste estudo é proposto um método para a determinação da posição da frente
e do limite entre cabeça e corpo da corrente de densidade que é baseado em buscar
pontos de mínimos locais de uma grandeza integral. Este método apresenta vantagens
em relação ao que é praticado na literatura por não apresentar nenhuma dependência
com a escolha de um iso-valor.

A determinação dos limites da cabeça de uma corrente de densidade é realizada
com o auxílio da altura média da corrente de densidade ponderada pela camada, ou layer
averaged thickness (ELLISON; TURNER, 1959), hLA, que é definida como:

hLA(x1, t) =

��

Γ1
u1fmaskdΓ1

�2

L3

�

Γ1
u2

1fmaskdΓ1

, (4.18)

onde Γ1 é o plano perpendicular à direção x1 e fmask é uma função auxiliar que permite
levar em consideração apenas os valores positivos de u1 na integração. Este campo au-
xiliar é definido por:

fmask(xi, t) =




u1(xi, t) ≥ 0 → 1
u1(xi, t) < 0 → 0

. (4.19)

Uma vez que hLA é calculado para cada instante de tempo, a posição da frente de uma
corrente de densidade é definida como o primeiro ponto de mínimo local de hLA enquanto
que a posição limite entre a cabeça e o corpo da corrente é definida pelo ponto de mínimo
local de hLA entre o máxima altura h e a posição x1 = 0. Deste forma a cabeça de uma
corrente de densidade, com comprimento Lhead, está limitada entre estes dois pontos de
mínimo locais, conforme apresentado na Figura 4.3.
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4.2.2 Altura do nariz e altura da cabeça de uma corrente de densidade
Tomando como referência a altura média da corrente de densidade ponderada

pela camada hLA contida no intervalo −Lhead ≤ x1 − xf ≤ 0 para um tempo qualquer,
determina-se:

• A altura do nariz da corrente (hnose) como a posição vertical correspondente ao valor
máximo da concentração na posição da frente;

• A altura da cabeça da corrente (hhead) como a posição vertical a partir da qual
φ ≤ 10−2 na posição x1 correspondente ao valor máximo de hLA no intervalo consi-
derado.

Opta-se por ummétodo baseado em iso-valores de concentração para determinar
estes comprimentos porque é a abordagem mais próxima do que Simpson (1972) tinha
a sua disposição para obter seus resultados e formular as equações empíricas (3.6) e
(3.7).

4.2.3 Velocidade da frente
A velocidade de propagação da frente de uma corrente de densidade é formal-

mente definida como a variação da posição da frente ao longo do tempo (CANTERO et
al., 2007):

uf = dxf

dt
. (4.20)

No entanto, em simulações numéricas, esta forma de determinar a velocidade da frente
pode apresentar ruído devido a discretização espacial do domínio, gerando incertezas
com ordem de magnitude∆x/(2∆t) em um instante de tempo dado1. Este ruído pode ser
minimizado através do uso de filtros numéricos, porém o uso de tais filtros pode resultar
em perda de informação.

Neste trabalho é proposto ummétodo de determinar a velocidade da frente a partir
de um ponto de máximo de uma quantidade integral. Esta quantidade integral é baseada
em um balanço da equação de transporte escalar limitada por um volume de controle
arbitrário, compreendido entre uma posição na direção x1 dada e L1 para todas as posi-
ções nas direções vertical e transversal ao escoamento. Desconsiderando as variações
temporais da concentração e considerando a existência de um referencial móvel neste
1 Esta incerteza associada a derivação numérica não é o mesmo que o erro de truncamento associado

ao método numérico empregado para realizar a derivação.
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Figura 4.4 – Exemplo do método de definição da velocidade frente baseado no método
descrito para um instante de tempo dado.
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método tradicional

método proposto

Figura 4.5 – Exemplo de comparação entre osmétodos tradicional e proposto para a com-
putação da velocidade da frente.

volume de controle com velocidade uref , determina-se esta velocidade para cada posição
da direção do escoamento e tempo na forma:

uref(x1, t) =

�

Γ1

�
u1φ − 1

ReSc

∂φ

∂x1

�
dΓ1

�

Γ1
φdΓ1

. (4.21)

Sendo assim, a velocidade da frente de uma corrente de densidade para cada instante
de tempo é definida como o valor máximo de uref no interior da cabeça da corrente:

uf (t) = máximo [uref(−Lhead ≤ x1 − xf ≤ 0, t)] . (4.22)
A Figura 4.4 apresenta um exemplo da determinação de uf , baseado em uref , para um
instante de tempo qualquer.
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Figura 4.6 – Exemplo da determinação do comprimento de onda de lobos e fendas a partir
de uma isolinha de concentração no plano (x1, x3) localizado no fundo do
canal (x2 = 0) para um instante de tempo dado.

Quando comparado com o método tradicional de quantificação da velocidade da
frente (Eq. 4.20), o método proposto minimiza os ruídos causados pelas incertezas asso-
ciadas à discretização espacial do problema, conforme mostrado na Figura 4.5.

4.2.4 Determinação da comprimento de onda médio das estruturas de lobos
e fendas
Objetivando a comparação dos resultados obtidos por meio de simulação numé-

rica, em ambas configurações de escoamento, com a relação empírica descrita pela Eq.
(3.7), é necessário medir o comprimento de onda das estruturas de lobos e fendas nos
dados adquiridos. No presente estudo, esta grandeza é medida como distância entre
mínimos locais de uma isolinha do campo de concentração escalar no plano (x1, x3) lo-
calizado no fundo do canal (x2 = 0) para cada instante de tempo, conforme apresentado
na Figura 4.6. Os isocontornos são obtidos usando um valor de referência φ0 = 0,012 e
posteriormente os mínimos locais são localizados3.

Uma vez que os mínimos locais da isolinha de concentração escalar são locali-
zados e as diferenças entre pontos de mínimos vizinhos são quantificadas, calcula-se a
média de distância entre todos os intervalos na forma:

λ̄ = 1
N

N�

i=1
λi, (4.23)

2 Isocontornos obtidos por meio da rotina matplotlib.pyplot.contour presente na biblioteca
matplotlib da linguagem de programação python

3 Utilizando a rotina scipy.signal.argrelextrema presente na biblioteca scipy da linguagem de pro-
gramação python
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onde N é o número de intervalos encontrados e λi o comprimento dos intervalos. Este
processo é repetido para cada instante de tempo.

4.2.5 Mistura irreversível e balanço de energia em configuração lock-exchange
Conforme descrito anteriormente, a quantificação de mistura irreversível é base-

ada em uma abordagem energética onde é necessário decompor a energia potencial, P,
nas parcelas disponível e background, com a forma:

P =
�

Ω
φx2dΩ = Pa + Pb, (4.24)

sendoΩ o volume de controle da análise, que neste caso corresponde ao domínio do pro-
blema, e Pa e Pb são as parcelas de energia potencial disponível e background respecti-
vamente. A parcela background ématematicamente descrita por um estado redistribuído
φ(x2,∗), onde x2,∗ é um espaço de coordenadas que fornece a posição vertical no estado
de referência de uma parcela de fluido na posição xi e tempo t (TSENG; FERZIGER,
2001). Utilizando esta definição, a energia potencial background pode ser escrita como:

Pb =
�

Ω
φ(x2,∗) x2,∗dΩ. (4.25)

De acordo com Tseng e Ferziger (2001), as posições descritas pelo espaço redistribuído
x2,∗ podem ser estimadas a partir do complementar da função de distribuição acumulada
do campo de concentração escalar φ(xi, t):

x2,∗(φ) =
�
1 −

� φ

0
P (φ∗)dφ∗

�
, (4.26)

sendo P (φ∗) a função de densidade de probabilidade e φ∗ uma variável auxiliar do es-
paço de probabilidades. Os autores descrevem esta técnica para o cálculo de x2,∗ como
uma alternativa adequada para grandes volumes de dados por possuir resultados mui-
tos próximos dos algorítimos de redistribuição clássicos (PELTIER; CAULFIELD, 2003)
porém com um custo computacional reduzido. Uma vez que a energia potencial e sua
parcela background são conhecidas, a energia potencial disponível é calculada a partir
da Eq. (4.24).

As equações que descrevem o comportamento das variações de energia ao longo
tempo são deduzidas a partir das equações gerais do problema e suas condições con-
torno. É importante constatar que no caso especial da configuração lock-exchange, as
transferências de energia associadas as condições de contorno são nulas uma vez que
se trata de um sistema fechado (WINTERS et al., 1995). A equação de energia poten-
cial é obtida multiplicando a equação de transporte escalar (Eq. 4.1c) pela coordenada
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vertical x2, integrando no volume de controle Ω e aplicando as condições de contorno do
problema. A equação resultante deste procedimento é:

d

dt
P =

�

Ω
u2φdΩ

� �� �
−B

+ 1
ReSc

�

Ω
x2

∂2φ

∂xi∂xi

dΩ
� �� �

Φ

, (4.27)

onde B é o fluxo de buoyancy e Φ é a taxa de difusão de massa. Para a equação da
energia potencial background, multiplica-se a Eq. (4.1c) pela coordenada do espaço re-
distribuído x2,∗, integra-se no volume de controle Ω e aplica-se as condições de contorno
do problema. Desta forma, obtem-se:

d

dt
Pb = 1

ReSc

�

Ω
x2,∗

∂2φ

∂xj∂xj

dΩ
� �� �

M

, (4.28)

sendoM conhecido como fluxo diapicnal (WINTERS et al., 1995). Subtraindo Eq. (4.28)
da Eq. (4.27), a equação da energia potencial disponível é obtida:

d

dt
Pa = −B − (M − Φ) , (4.29)

sendo a diferença entre o fluxo diapicnal e a taxa de difusão de massa a taxa de mistura
irreversível. Finalmente, a equação que descreve o comportamento temporal da energia
cinética é obtida multiplicando a equação de quantidade de movimento (Eq. 4.1b) pelo
campo de velocidades ui, integrando no volume de controle Ω e aplicando as condições
de contorno do problema, resultando em:

d

dt

�

Ω

1
2uiuidΩ

� �� �
K

= − 1
Re

�

Ω

∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

dΩ
� �� �

ε

+B, (4.30)

onde K é a energia cinética e ε é a taxa de dissipação viscosa. Mais detalhes a respeito
da dedução das equações de energia podem ser encontrados no trabalho de Winters et
al. (1995).

A soma das equações (4.28), (4.29) e (4.30) combinadas com a integração no
tempo e aplicação da condição inicial do problema, resulta em um balanço de energia
que descreve a evolução temporal dos reservatórios de enegia:

K + Pa + Pb +
� t

0
(ε − Φ) dτ

� �� �
I

= P0, (4.31)

sendo I a energia interna do escoamento e P0 a energia potencial inicial. Todas as possí-
veis transferências de energia entre os reservatórios, para a configuração lock-exchange,
são sumarizadas na Figura 4.7.
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ε

Φ

M − Φ

B
Energia disponível

Perdas irreversíveis

Figura 4.7 – Esquema do balanço de energia, baseado na abordagem da partição de
energial potencial (LORENZ, 1955), na configuração lock-exchange. Adap-
tado de Winters et al. (1995).

De acordo com Peltier e Caulfield (2003), a eficiência de mistura η é quantificada
pela relação entre as perdas de energia por efeitos de mistura irreversível e todas as
perdas irreversíveis de energia disponível, conforme apresentado na Figura 4.7. Na nota-
ção adotada no presente estudo, a eficiência de mistura, anteriormente descrita pela Eq.
(3.8), tem a forma:

η =

� t

0
(M − Φ) dτ

� t

0
(M − Φ + ε) dτ

. (4.32)

4.3 Código computacional Incompact3d
A ferramenta utilizada nas simulações numéricas diretas e simulações de grandes

escalas foi o código computacional Incompact3d (Laizet; Lamballais, 2009). Este código
é open-source que está disponível no site web github e está preparado para realizar
cálculos em paralelo, viabilizando o processamento de simulações de grande porte em
tempos mais acessíveis.

Tal ferramenta é baseada em nos métodos de diferenças finitas de alta ordem
para a discretização espacial, método de Adams-Bashforth de terceira ordem com auxílio
de passo de tempo fracionado para a integração temporal e a resolução da pressão é
feita no espaço espectral com auxílio de transformada rápida de Fourier. Além destas
características, pode-se destacar que o termo não linear das equações de Navier-Stokes
são discretizados na forma antissimétrica com a finalidade de minimizar erros de aliasing
conforme relatado no trabalho de Kravchenko e Moin (1997).

A Figura 4.8 apresenta um fluxograma simplificado do funcionamento do código
computacional Incompact3d, onde as caixas retangulares na cor cinza representam as
partes do código em que foi necessário desenvolvimento para viabilizar simulações na
configuração de escoamento Modelo da Frente em Equilíbrio. A seguir, um detalhamento
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das principais etapas da execução do código:

• Inicialização do código: Nesta etapa é realizado a leitura dos parâmetros numéri-
cos do problema, e são inicializadas todas as variáveis de cálculo e operadores
diferenciais. Além disso, são atribuídas as condições iniciais do problema;

• Condições de contorno: Nesta etapa são aplicadas as condições de contorno do
problema que esta sendo resolvido a cada passo de tempo. Para o caso doModelo
da Frente emEquilíbrio, esta etapa é responsável pelo calculo da amplitude do perfil
de velocidade de entrada de acordo com a Eq. (4.10).

• Convecção/difusão: Nesta etapa, é realizado o calculo e soma dos termos de con-
vecção e difusão para a iteração k, conforme a equação:

F k
i = −1

2


uk

j − ufδj1� �� �
MFE




∂uk
i

∂xj

− 1
2

∂

∂xj


uk

i


uk

j − ufδj1� �� �
MFE





+ 1

Re

∂2uk
i

∂xj∂xj

− φkδi2.

(4.33)
Os termos destacados na Eq. (4.33) foram implementados especialmente para as
simulações do Modelo da Frente em Equilíbrio.

• Avanço temporal: O avanço temporal é realizado em duas etapas que são basea-
das nométodo do passo de tempo fracionado. Para cada iteração k, primeiramente
determina-se o campo de velocidades u∗

i a partir de informações do campo de ve-
locidades no tempo atual e a soma dos termos de convecção e difusão conforme a
equação

u∗
i − uk

i

∆t
= akF k

i + bkF k−1
i + ckF k−2

i , (4.34)
onde ∆t é o incremento temporal, ak, bk e ck são os coeficientes do esquema de
integração temporal. Para o esquema Adams-Bashforth de terceira ordem, ak =
23/12, bk = −16/12 e ck = 5/12. Por não levar em consideração os efeitos do
gradiente de pressão, o campo de velocidades u∗

i é compressível e não satisfaz
a equação da continuidade. Posteriormente, o campo de velocidades na iteração
k + 1 é determinado a partir do gradiente de pressão e do campo de velocidades
compressível

uk+1
i − u∗

i

∆t
= − (ak + bk + ck) ∂pk+1

∂xi

. (4.35)

Esta formulação permite isolar a pressão e garantir a incompressibilidade do campo
de velocidades.
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• Resolução da equação da pressão: A pressão é resolvida a partir do divergente da
Eq. (4.35), resultando em uma equação de Poisson em que a pressão é a incógnita:

∂2pk+1

∂xi∂xi

= 1
∆t (ak + bk + ck)

∂u∗
i

∂xi

. (4.36)

No Incompact3d, a resolução da Eq. (4.36) é realizada a partir de transformadas
rápidas de Fourier. Este método de resolução para a equação da pressão garante
uma grande precisão e velocidade na obtenção de soluções.

• Correção da velocidade: Uma vez que a pressão na iteração k + 1 é conhecida, o
campo de velocidades é determinado com a Eq (4.35).

• Transporte escalar: A equação de transporte escalar é resolvida diretamente pelo
esquema de Adams-Bashforth de terceira ordem, sendo assim, o campo de escalar
na iteração k + 1 é determinado a partir do campo de escalar na iteração k e dos
termos de convecção e difusão:

φk+1 = φk + ∆t
�
akGk + bkGk−1 + ckGk−2

�
, (4.37)

onde

Gk = −


uk

j − ufδj1� �� �
MFE




∂φk

∂xj

+ 1
ReSc

∂2φk

∂xj∂xj

. (4.38)

Novamente, o termo destacado na Eq. (4.38) foi implementado especialmente para
as simulações do Modelo da Frente em Equilíbrio.

• Acumuladores: Os acumuladores foram implementados nas simulações doModelo
da Frente em Equilíbrio e tem como finalidade realizar somas para posteriormente
gerar os campos de média temporal das variáveis do escoamento e seus produtos.
Na entrada de dados da simulação é necessário atribuir uma iteração ks a partir da
qual esta função do código é ativada.
Sendo ζ e η variáveis quaisquer do escoamento, os acumuladores são calculados
na forma:

ζsoma =
k�

m=ks

ζm e (ζη)soma =
k�

m=ks

ζmηm. (4.39)

Posteriormente os campos de média temporal são criados:

ζ̄ = ζsoma

k − ks + 1 e ζη = (ζη)soma
k − ks + 1 . (4.40)
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Inicialização do código

Condições de contorno
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Avanço temporal

Resolução da equação da pressão
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Figura 4.8 – Fluxograma simplificado de funcionamento do código computacional Incom-
pact3d.

Esta abordagem permite a determinação dos campos de produtos de flutuações
usando propriedades da média:

ζ ′η′ = ζη − ζ̄ η̄. (4.41)

• Gravar dados em disco: Sempre que a iteração k é um múltiplo de km, é realizada
a gravação dos dados em disco. Nesta etapa os dados gravados em disco são
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campos instantâneos (snap-shots) e campos de média temporal são atualizados.

• Finalização: Quando a simulação alcança a iteração kf a simulação é finalizada.

4.4 Métodos numéricos
Nesta seção são descritos os métodos numéricos empregados para realizar a

discretização espacial dos sistemas de equações apresentados anteriormente. Primeira-
mente é descrito o método das diferenças finitas (implementado no código Incompact3d)
empregado tanto na configuração lock-exchange quanto no modelo da frente em equilí-
brio. E posteriormente o método de Chebyshev, utilizado na discretização do problema
de estabilidade linear.

Além dos métodos de discretização espacial para o cálculo de derivadas numéri-
cas, também são empregados métodos numéricos para realizar as operações de integral
dos pós-processamentos e resolver os problemas de autovalores dos problemas de esta-
bilidade linear. Ométodo de integração numérica adotado para realizar tais operações foi
o método de Simpson, implementado computacionalmente na rotina integrate.simps
da biblioteca scipy presente na linguagem de programação python. Enquanto que os
problemas de autovalores são resolvidos por meio da rotina linalg.eig, baseada no
algorítimo QZ (ANDERSON et al., 1999), também contida na biblioteca scipy.

4.4.1 Método das diferenças finitas de alta ordem
As operações de derivação realizadas no código Incompact3d são base-

adas na vasta gama de esquemas de diferenças finitas propostos por Lele (1992), mais
precisamente o esquema compacto de sexta ordem. Tal esquema de derivação possuí
uma discretização feita em uma malha de cálculo com nós, aqui identificados pelo subín-
dice i, igualmente espaçados por uma distância ∆x. Nesta discretização a posição no
espaço de cada é dada por xi = i∆x com i = 0, 1, ..., n, sendo n o número de pontos da
malha de cálculo.

Assumindo a existência de uma função qualquer avaliada em um ponto com posi-
ção xi, denotada como fi, de acordo com Lele (1992) podemos aproximar sua derivada
de primeira ordem na forma:

β
df

dx

�����
i−2

+ α
df

dx

�����
i−1

+ df

dx

�����
i

+ α
df

dx

�����
i+1

+ β
df

dx

�����
i+2

=

a

2∆x
(fi+1 − fi−1) + b

4∆x
(fi+2 − fi−2) + c

6∆x
(fi+3 − fi−3) ,

(4.42)
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onde a, b, c, α e β são coeficientes que possuem informações relativo a ordem do erro
de truncamento do esquema. No código Incompact3d são utilizadas três diferentes com-
binações destes coeficientes de acordo com a posição em que um ponto i se encontra,
com o objetivo de evitar “pontos fantasmas” (Laizet; Lamballais, 2009). Esta abordagem
é necessária uma vez que o esquema geral, definido pela Eq. (4.42), pode requerer infor-
mações sobre pontos que estariam fora da malha de cálculo. As três diferentes combina-
ções dos coeficientes são:

• Esquema compacto de sexta ordem, utilizado para os pontos no intervalo 2 ≤ i ≤
n − 2. Os coeficientes para este esquema são:

a = 14
9 , b = 1

9 , c = 0, α = 1
3 , e β = 0; (4.43)

• Esquema compacto de quarta ordem para as derivadas nos pontos vizinhos aos
contornos, compreendendo os nós i = 1 e i = n − 1. Este esquema possuí os
coeficientes:

a = 3
2 , b = 0, c = 0, α = 1

4 , e β = 0; (4.44)

• Esquema de terceira ordem descentrado para as derivadas nos contornos do do-
mínio computacional, o que incluí os nós i = 0 e i = n. Este esquema possuí a
forma:

df

dx

�����
0

+ α
df

dx

�����
1

= 1
∆x

(af0 + bf1 + cf2) , (4.45)

df

dx

�����
n

+ α
df

dx

�����
n−1

= 1
∆x

(afn + bfn−1 + cfn−2) , (4.46)

com

a = −5
2 , b = 2, c = 1

2 , e α = 2. (4.47)

De maneira similar à derivada de primeira ordem, a derivada de segunda ordem
da função fi pode ser aproximada na forma:

β
d2f

dx2

�����
i−2

+ α
d2f

dx2

�����
i−1

+ d2f

dx2

�����
i

+ α
d2f

dx2

�����
i+1

+ β
d2f

dx2

�����
i+2

=

+ a

∆x2 (fi+1 − 2fi + fi−1) + b

4∆x2 (fi+2 − 2fi + fi−2)

+ c

9∆x2 (fi+3 − 2fi + fi−3) + d

16∆x2 (fi+4 − 2fi + fi−4) .

(4.48)
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Conforme observado anteriormente para o caso da derivada de primeira ordem, um es-
quema compacto de sexta ordem apresenta valores não-nulos apenas para os coeficien-
tes a, b eα. Desta forma, Lamballais et al. (2011), Dairay et al. (2017) propôsmodificações
do esquema compacto de sexta ordem proposto por Lele (1992). Tais modificações con-
sistem em adicionar mais graus de liberdade no esquema em uma maneira que a ordem
de grandeza do erro de truncamento é garantida e permitindo o aporte de uma dissi-
pação artificial nas pequenas escalas do escoamento. Esse aporte de dissipação nas
pequenas escalas tem como finalidade imitar o comportamento de modelos sub-malha
utilizados em Simulações de Grandes Escalas baseados no conceito de viscosidade es-
pectral (LAMBALLAIS et al., 2011; DAIRAY et al., 2017). Esta abordagem é referida na
literatura como Simulação Implícita de Grandes Escalas, ou na língua inglesa Implicit
Large Eddy Simulation (ILES). Assumindo β = 0, os demais coeficientes da Eq. (4.48)
baseado nas modificações propostas por Lamballais et al. (2011), Dairay et al. (2017)
são determinados a partir da solução do sistemas de equações:

a + b + c + d − 2α = 1, (4.49a)

a + 22b + 32c + 42d − 12α = 0, (4.49b)

a + 24b + 34c + 44d − 30α = 0, (4.49c)

36a + 4c + 18k′′
c ∆x2α = 9k′′

c ∆x2, (4.49d)

48a + 12b + 3d + 16k′′
m∆x2α = 16k′′

m∆x2, (4.49e)
sendo k′′

cut e k′′
m constantes associadas ao aporte de dissipação artificial. Estas cons-

tantes estão relacionadas com modelos de viscosidade espectral (LAMBALLAIS et al.,
2011; DAIRAY et al., 2017) e são determinadas por:

k′′
c ∆x2 = π2 (1 + nπ) , (4.50)

k′′
m∆x2 =

�2π

3

�2 �
1 + nπ exp

�
−100

121

��
, (4.51)

onde nπ é uma constante arbitrária que dita a intensidade da dissipação adicionada nas
pequenas escalas.
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Três diferentes esquemas compactos de sexta ordem podem ser derivados de
soluções do sistema de equações (4.49). Primeiramente há o esquema inicialmente pro-
posto por Lele (1992), denominado como esquema otimizado, que considera c = d = 0
e a, b e α são definidos pela solução das equações (4.49a), (4.49b) e (4.49c), resultando
em:

a = 12
11 , b = 3

11 e α = 2
11 . (4.52)

Posteriormente o esquema referido como O6DNS (FRANTZ, 2018), com d = 0 e a, b, c e
α determinados pela solução das equações (4.49a), (4.49b), (4.49c) e (4.49d), resultando
em:

a = 3 (45k′′
c ∆x2 − 16)

8 (45k′′
c ∆x2 − 208) , (4.53a)

b = 3 (27k′′
c ∆x2 − 176)

45k′′
c ∆x2 − 208 , (4.53b)

c = − 63k′′
c ∆x2 − 432

360k′′
c ∆x2 − 1664 , (4.53c)

α = 45k′′
c ∆x2 − 272

2 (45k′′
c ∆x2 − 208) . (4.53d)

No caso de Simulações Numéricas Diretas, emprega-se o esquema O6DNS com nπ = 4
(FRANTZ, 2018). E finalmente o esquema referido como O6LES (FRANTZ, 2018), onde
são considerados todos os coeficientes, resultando em:

a = 1120k′′
c k′′

m∆x4 − 4329k′′
c ∆x2 + 256k′′

m∆x2 − 2288
8 (405k′′

c ∆x2 − 640k′′
m∆x2 + 144) , (4.54a)

b = −280k′′
c k′′

m∆x4 + 2115k′′
c ∆x2 − 1792k′′

m∆x2 + 1328
405k′′

c ∆x2 − 640k′′
m∆x2 + 144 , (4.54b)

c = 9 (160k′′
c k′′

m∆x4 − 855k′′
c ∆x2 − 256k′′

m∆x2 + 2288)
8 (405k′′

c ∆x2 − 640k′′
m∆x2 + 144) , (4.54c)

d = −40k′′
c k′′

m∆x4 + 198k′′
c ∆x2 + 128k′′

m∆x2 − 736
405k′′

c ∆x2 − 640k′′
m∆x2 + 144 , (4.54d)

α = 405k′′
c ∆x2 − 1280k′′

m∆x2 + 2736
2 (405k′′

c ∆x2 − 640k′′
m∆x2 + 144) . (4.54e)
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O comportamento dos diferentes esquemas de sexta ordem compactos em fun-
ção do número de podem ser melhor observados através do número de onda modificado
(MOIN, 2010) correspondente à Eq. (4.48):

d2k

dx2 ∆x2 =
2a [1 − cos (k∆x)] + b

2 [1 − cos (2k∆x)]
[1 + 2α cos (k∆x)]

+
2c

9 [1 − cos (3k∆x)] + d

8 [1 − cos (4k∆x)]
[1 + 2α cos (k∆x)] ,

(4.55)

assumindo β = 0. A Figura 4.9 mostra o número de onda modificado para os diferentes
esquemas de derivada de segunda ordem apresentados com nπ = 4, onde é tido como
solução exata k′′∆x2 = k2. Observa-se que o esquema otimizado apresenta um com-
portamento sub-dissipativo nas pequenas escalas, assumindo valores menores do que
a solução exata. Enquanto que os esquemas O6DNS e O6LES exibem comportamento
dissipativo, sendo que o esquema O6LES possuí uma dissipação com um alcance maior
de escalas.

Assim como na derivação espacial de primeira ordem, é necessário utilizar es-
quemas diferenciados nos pontos próximos aos contornos com a finalidade de evitar os
“pontos fantasmas” (Laizet; Lamballais, 2009). Neste caso emprega-se

• Esquema compacto de quarta ordem, utilizado para nos pontos i = 1 e i = n − 1.
Este esquema possuí a forma:

α
d2f

dx2

�����
0

+ d2f

dx2

�����
1

+ α
d2f

dx2

�����
2

= + a

∆x2 (f0 − 2f1 + f2) , (4.56)

α
d2f

dx2

�����
n−2

+ d2f

dx2

�����
n−1

+ α
d2f

dx2

�����
n

= + a

∆x2 (fn−2 − 2fn−1 + fn) , (4.57)

com
a = 6

5 e α = 1
10; (4.58)

• Esquema de terceira ordem descentrado para as derivadas nos contornos do do-
mínio, aplicado nos nós i = 0 e i = n. Tal esquema é escrito na forma:

d2f

dx2

�����
0

+ α
d2f

dx2

�����
1

= + 1
∆x2 (af0 + bf1 + cf2 + df3) , (4.59)

d2f

dx2

�����
n

+ α
d2f

dx2

�����
n−1

= + 1
∆x2 (afn + bfn−1 + cfn−2 + dfn−3) , (4.60)
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Figura 4.9 – Número de onda modificado para os diferentes esquemas numéricos apre-
sentados com nπ = 4.

com

a = 11, b = −27, c = 15, d = −1, e α = 13. (4.61)

4.4.2 Método de Chebyshev
A resolução do problema de estabilidade linear descrito pelo problema

de autovalores generalizado requer métodos numéricos incluindo a discretização espa-
cial da coordenada vertical. Para esta aplicação é empregado o método de Chebyshev
baseado na colocação Chebyshev-Gauss-Lobatto:

ŷi = cos
�

πi

N

�
, i = 0,1, . . . ,N. (4.62)

Tal método possuí a propriedade de precisão espectral (CANUTO et al., 1988) que per-
mite minimizar o número de pontos empregados na discretização do problema. Além da
precisão espectral, estemétodo é omais empregado emaplicações de estabilidade linear
local e pode ser considerado como estado da arte na resolução de problemas similares
(JUNIPER et al., 2014).

O algoritmo empregado para definir as matrizes de derivação foi adaptado para
a linguagem python a partir do pacote de funções do ambiente computacional Matlab
desenvolvido porWeideman eReddy (2000) e conta comalgumas otimizações propostas
no trabalho de Baltensperger e Trummer (2003) com a finalidade de diminuir os erros
associados à derivação numérica.

Estas matrizes são determinadas em duas etapas: primeiramente são calculados
todos os termos que não pertencem à diagonal principal e posteriormente são calculados
os termos da diagonal principal. Os termos que não pertencem à diagonal principal de
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umamatriz de derivação (no domínio da colocaçãoChebyshev-Gauss-Lobatto) de ordem
n, denotada por D̂n, são calculados utilizando a equação

D̂n
ij = nZij

�
CijD̂n−1

ii − D̂n−1
ij

�
i ̸= j, (4.63)

onde D̂0 é a matriz identidade e o operador Zij é definido por:

Zij = 1
x̂i − x̂j

, i ̸= j. (4.64)

O operador Cij relaciona os pesos associados a cada posição ŷi e ŷi na forma:

Cij = wj

wi

. (4.65)

No caso especial da colocação Chebyshev-Gauss-Lobatto, os pesos são obtidos com as
relações:

wi = (−1)i , i = 1,2, . . . ,N − 1, w0 = 1
2 e wN = (−1)N

2 . (4.66)

Os termos que pertencem à diagonal principal da matriz de derivação são calcu-
lados a partir dos termos que não pertencem à ela através da propriedade chamada na
literatura de Negative sum trick (BALTENSPERGER; TRUMMER, 2003). Esta proprie-
dade diz que em cada linha da matriz o termo da diagonal principal é igual ao oposto da
soma dos demais termos, conforme a equação:

D̂n
ii = −

N�

j=0,j ̸=i

D̂n
ij. (4.67)

Os pontos de colocação Chebyshev-Gauss-Lobatto estão contidos no intervalo
−1 ≤ ŷ ≤ 1 e, sendo assim, torna-se necessário o emprego de uma função de mapea-
mento com a finalidade de transpor o domínio da colocação Chebyshev-Gauss-Lobatto
para o domínio da aplicação desejada. Neste trabalho é utilizada a função de mapea-
mento

x2 = 1 + ŷ

6 − 4ŷ
, (4.68)

que transpõe o domínio da colocação espectral no intervalo 0 ≤ x2 ≤ 1 e distribui metade
dos pontos no intervalo 0 ≤ x2 < 1/6 e o restante dos pontos no intervalo 1/6 ≤ x2 ≤ 1,
conforme exemplificado na Figura 4.10. Esta função demapeamento além de transformar
a colocação espectral no domínio desejado, apresenta uma densidade de pontos maior
na região próxima ao fundo do domínio real.
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Figura 4.10 – Exemplo do uso da função de mapeamento descrita por Eq. (4.68) usando
32 pontos de colocação Chebyshev-Gauss-Lobatto.

Uma vez que a função de mapeamento é definida, também é necessário transpor
os operadores diferenciais descritos anteriormente nas novas coordenadas. Este proce-
dimento é realizado com auxílio da regra da cadeia:

D = D̂ dŷ

dx2
, (4.69a)

D2 = D̂2
�

dŷ

dx2

�2

+ D̂ d2ŷ

dx2
2
, (4.69b)

D4 = D̂4
�

dŷ

dx2

�4

+ D̂3
�

6d2ŷ

dx2
2

dŷ

dx2

�
+ D̂2


3
�

d2ŷ

dx2
2

�2

+ 4d3ŷ

dx3
2

dŷ

dx2


+ D̂ d4ŷ

dx4
2
, (4.69c)

onde Dn é o operador de derivação de ordem n no domínio da aplicação.
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5 Resultados e Discussões

Este capítulo tem como finalidade apresentar os resultados obtidos neste estudo e
promover discussões. A apresentação dos resultados é realizada em três parte: primeira-
mente os resultados das simulações utilizando a configuração lock-exchange, posterior-
mente resultados das simulações realizadas por meio do modelo da frente em equilíbrio
e finalmente os resultados relativos ao modelo proposto para a origem das estruturas de
lobos e fendas.

5.1 Simulações na configuração Lock-exchange
Tomando como referência a configuração de escoamento lock-exchange, foram

realizadas três simulações numéricas variando o número de Reynolds, mantendo o nú-
mero de Schmidt e tamanho do domínio computacional constantes. Para todas as simu-
lações foi adotado o valor Sc = 1, com o objetivo de minimizar o custo computacional,
uma vez que tal parâmetro tem grande impacto no dimensionamento da malha de cál-
culo. Porém, de acordo com Härtel et al. (2000), esta aproximação é razoável pelo fato
de que, em seu trabalho, foi constatado que o número de Schmidt não promove grandes
alterações nas características gerais de uma corrente de densidade.

Os parâmetros numéricos das simulações são sumarizados na Tabela 5.1. Fo-
ram realizados três casos de simulação variando o número de Reynolds, sendo que os
valores desse número adimensional para esse estudo estão na mesma faixa dos valores
adotados por Cantero et al. (2007). Todos os casos possuem um domínio computacional
(L1 × L2 × L3) = (25 × 1 × 4) coma interface entre os fluidos posicionada em xf,0 = 12,5,
desta forma todos casos reproduzem correntes de densidade que se propagam por 12,5
unidades de comprimento. Normalmente a literatura apresenta casos com canais mais
estreitos (SIMPSON, 1972; HACKER et al., 1996; CANTERO et al., 2007; HUGHES;
LINDEN, 2016), com comprimento longitudinal variando no intervalo 0,5 ≤ L3 ≤ 1,5, po-
rém no presente estudo optou-se por utilizar L3 = 4 com o objetivo de obter uma maior
amostragem de estruturas de lobos e fendas. Nos casos LE1e3 e LE2.5e3 foi utilizado
a abordagem de Simulação Numérica Direta (DNS), caraterizados pelo emprego do es-
quema numérico O6DNS com nπ = 4 (FRANTZ, 2018), enquanto que o caso LE5e3 foi
resolvido por meio da abordagem de Simulação Implícita de Grandes Escalas (ILES),
baseada no esquema numérico O6LES com nπ = 16. O dimensionamento da malha de
cálculo para os casos simulados com DNS foi baseado na ordem de grandeza da escala
de Kolmogorov (MÖLLER; SILVESTRINI, 2004). Já para o caso LE5e3 foi considerado
aproximadamente 2% dos pontos necessários para realizar uma DNS com mesmo valor
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Tabela 5.1 – Parâmetros das simulações na configuração Lock-exchange (LE). Todas os
casos de simulação possuem Sc = 1.

Caso LE1e3 LE2.5e3 LE5e3
Re 103 2.5 × 103 5 × 103

L1 25 25 25
L2 1 1 1
L3 4 4 4
xf,0 12,5 12,5 12,5
n1 1351 2701 1001
n2 55 109 91
n3 216 432 160

n1 × n2 × n3 ≈ 1,6 × 107 ≈ 1,3 × 108 ≈ 1,4 × 107

∆t 10−3 5 × 10−4 10−3

tf 37 35 31
Esquema numérico O6DNS O6DNS O6LES

nπ 4 4 16

do número de Reynolds, tal quantidade de pontos na malha de cálculo é viabilizada pelo
uso da abordagem ILES. Foi tomado como tempo total de simulação (tf ) o tempo neces-
sário para a corrente alcançar o final do canal, uma vez que a velocidade da frente de
uma corrente de densidade é uma função do número Reynolds o tempo necessário de
simulação é inversamente proporcional ao valor de Re.

Os resultados destas simulações estão organizados em duas partes: primeira-
mente são apresentadas características gerais do escoamento, contendo comparações
dos resultados obtidos com as relações empíricas de Simpson (1972) apresentadas ante-
riormente, e posteriormente os resultados do balanço de energia e eficiência de mistura.

5.1.1 Características gerais
Conformemencionado, ao longo desta sub-seção serão apresentados re-

sultados das simulações realizadas na configuração de escoamento lock-exchange. Con-
tendo um descritivo geral das características de uma corrente de densidade nestas con-
dições e comparações da altura do nariz e comprimento de onda médio das estruturas
de lobos e fendas com Eq. (3.6) e Eq. (3.7) respectivamente. Para realizar tais compara-
ções, torna-se necessário determinar, para cada caso simulado, as alturas do nariz e da
cabeça da corrente, a velocidade da frente, o comprimento de ondamédio das estruturas
de lobos e fendas e o número de Reynolds da cabeça da corrente conforme a Eq. (3.5).
Para tanto, emprega-se os métodos descritos anteriormente.

Na Figura 5.1 é apresentado a evolução temporal de uma corrente de densidade
resultante do caso LE2.5e3 com o auxílio de iso-superfícies de concentração em diferen-
tes instantes de tempo. Conforme descrito na literatura (SIMPSON, 1999), inicialmente
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Figura 5.1 – Iso-superfície de concentração do caso LE2.5e3 nos instantes de tempo
t = 4 (a), t = 8 (b), t = 16 (c) e t = 28 (d). Foi adotado um iso-valor de
concentração φ = 0,5 para renderizar as visualizações.

(Figura 5.1a) existe a formação de vórtices de Kelvin-Helmholtz resultantes gradiente de
pressão imposto pela condição inicial do problema. Nesse estágio inicial do escoamento
é caracterizado por escoamento praticamente bidimensional com leves oscilações da re-
gião frontal na direção transversal à propagação do escoamento (SIMPSON, 1999). Pos-
teriormente (Figuras 5.1b e 5.1c), o escoamento continua propagando-se simetricamente
na direção x1 e observa-se a formação de novos vórtices deKelvin-Helmholtz no corpo da
corrente e o crescimento das estruturas de lobos e fendas na cabeça da corrente. Uma
vez que a formação de vórtices de Kelvin-Helmholtz estão associados ao crescimento
de uma instabilidade cisalhante (DRAZIN; REID, 2004) com um comprimento de onda
bem definido, quanto maior o comprimento do corpo da corrente mais vórtices são ob-
servados. Durante estes instantes de tempo intermediários ocorrem as maiores taxas de
entranhamento de fluido ambiente, devido a formação dos vórtices de Kelvin-Helmholtz,
conforme descrito por Ottolenghi et al. (2016). Em instantes de tempo mais avançados
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Figura 5.2 – Iso-superfície de concentração para os casos LE1e3 (a), LE2.5e3 (b) e LE5e3
(c) no instante de tempo t = 28. Foi adotado um iso-valor de concentração
φ = 0,5 para renderizar as visualizações.

(Figura 5.1d), os efeitos de dissipação viscosa do escoamento tornam-se mais importan-
tes e não é observado a formação de novos vórtices de Kelvin-Helmholtz.

De umamaneira qualitativa, observa-se a influência do número de Reynolds nesta
configuração a partir das iso-superfícies de concentração no instante de tempo t = 28,
apresentadas na Figura 5.2. Para todos os valores de número de Reynolds foi observado
uma evolução temporal do escoamento semelhante ao do caso LE2.5e3, apresentada na
Figura 5.1. Todos os casos apresentam as estruturas de lobos e fendas na região frontal
do escoamento e conforme esperado na Eq. (3.7), quanto maior o número de Reynolds
mais refinadas são estas estruturas. Além disso nota-se que quanto maior o valor de Re,
a corrente esta mais próxima do final do canal. Este fato justificado pela velocidade da
frente ser uma função crescente do número de Reynolds (CANTERO et al., 2007), logo
para um mesmo instante de tempo o caso com maior Re deve apresentar posição da
frente mais avançada do que os demais. O caso LE5e3 deveria apresentar irregularida-
des mais intensas na iso-superfície no intervalo 6 ≤ x1 ≤ 18 do que o caso LE2.5e3,
porque descreve um escoamento mais turbulento. Esta anomalia é atribuída ao uso da
abordagem de Simulação Implícita de Grandes Escalas, assim a dissipação artificial in-
troduzida na derivação de segunda ordem tende a suavizar a iso-superfície no intervalo
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Figura 5.3 – Iso-superfície de concentração para o caso LE2.5e3 utilizando a abordagem
DNS (a) e a abordagem ILES (b) no instante de tempo t = 28. Foi adotado
um iso-valor de concentração φ = 0,5 para renderizar as visualizações.
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Figura 5.4 – Evolução temporal da posição da frente (a) e velocidade da frente (b) dos
caso lock-exchange. Na posição da frente foi subtraído a posição inicial xf,0.

descrito. Este efeito causado pela dissipação artificial pode ser mais facilmente obser-
vado na Figure 5.3, onde é apresentado o caso LE2.5e3 no mesmo instante de tempo
utilizando as abordagens de Simulação Numérica Direta Figure 5.3a e Simulação Impli-
cíta de Grandes Escalas Figure 5.3b e nota-se o mesmo efeito na iso-superfície.

A posição e velocidade da frente de cada caso de simulação são apresentados
nas Figuras 5.4a e 5.4b respectivamente. Conforme descrito na literatura (CANTERO
et al., 2007), esta configuração de escoamento é caracterizada por uma aceleração nos
tempos iniciais seguida por um regime de velocidade constante ao longo do tempo e
posteriormente uma desaceleração quando a corrente se aproxima do final do canal. A
aceleração inicial do escoamento pode ser observada nos picos de velocidade da frente
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Figura 5.5 – Velocidade média da frente durante a fase de slumping em função do nú-
mero de Reynolds.

para t = 1, apresentados na Figura 5.4b. Os resultados de Marino et al. (2005) sugerem
que uma corrente de densidade na configuração lock-exchange devem apresentar uma
velocidade da frente aproximadamente constante entre o final da fase aceleração inicial e
a desaceleração final da corrente. Porém no caso LE1e3 observa-se que uf começa a de-
cair no instante de tempo t ≈ 10, o que corresponde a uma corrente que se propagou com
velocidade constante por aproximadamente 32% do comprimento do canal, ao contrário
do que sugere a Figura 3.5. Este comportamento anômalo, em relação as observações
de Marino et al. (2005), pode ser atribuído a uma maior relevância de efeitos dissipativos
característicos de baixos números de Reynolds, que não foram previstos pela Eq. (3.4).

Com base nasmedições de velocidade da frente ao longo do tempo de cada caso,
foram calculados valores médios durante o intervalo de velocidade aproximadamente
constante para posteriormente determinar o número de Reynolds da cabeça (Rehead) e a
entrada de dados das simulações com o modelo da frente em equilíbrio. Para os casos
LE1e3, LE2.5e3 e LE5e3 foram determinadas velocidades médias da frente de 0,3394,
0,3841 e 0,4054 respectivamente. Quando comparado com valores médios de uf calcula-
dos por Cantero et al. (2007) em condições semelhantes, os resultados obtidos são, em
média, 6% menores conforme apresentado na Figura 5.5. Esta diferença com os resul-
tados de referência está de acordo com o esperado, uma vez que no presente estudo é
empregado condição de contorno de não-deslizamento no plano de topo enquanto que
Cantero et al. (2007) utiliza condição de contorno de deslizamento livre no mesmo plano.
O emprego da condição de contorno de não-deslizamento no plano de topo tende a dimi-
nuir a velocidade da frente da corrente de densidade, uma vez que tal condição impõe
uma resistência de propagação do escoamento. O número de Reynolds da cabeça da
corrente dos casos LE1e3, LE2.5e3 e LE5e3 correspondem à 2,54 × 102, 6,72 × 102 e
1,49 × 103 respectivamente.

A relação de alturas do nariz e da cabeça da corrente de densidade em função
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Figura 5.6 – Relação entre altura do nariz e altura da cabeça da corrente de densidade
em função do tempo para cada caso lock-exchange (a) e comparação dos
valores médios desta relação de alturas em função do número de Reynolds
da cabeça com a relação empírica proposta por Simpson (1972) (b). As li-
nhas verticais em (b) indicam o desvio padrão associado as médias de (a).

do tempo e do número de Reynolds da cabeça são apresentados nas figuras 5.6a e 5.6b,
respectivamente. Inicialmente, observado-se grandes variações no comportamento tem-
poral desta relação de alturas, que podem ser atribuídas a aceleração inicial do escoa-
mento e posteriormente tende a flutuar em torno de uma média. Quando é tomada a mé-
dia dessa grandeza em tempos mais avançados e comparado com a relação empírica
correspondente (Eq. 3.6), nota-se que os resultados obtidos nesta configuração apresen-
tam uma concordância razoável com o comportamento previsto na literatura (SIMPSON,
1972). Devido ao expoente da Eq. (3.6) ser apresentado em função de um valor médio
com uma incerteza associada, a relação empírica de hnose/hhead é apresentada na Figura
5.6b com uma faixa dos possíveis valores desta grandeza para cada valor do número de
Reynolds da cabeça da corrente.

Objetivando a determinação do comprimento médio das estruturas de lobos e fen-
das, foram retiradas, dos dados obtidos com as simulações, iso-linhas de concentração
no leito do canal para diferentes instantes de tempo conforme apresentado na Figura
5.7. Nesta figura a direção de propagação do escoamento é da esquerda para a direita,
nota-se que inicialmente são formadas estruturas mais refinadas que ao longo do tempo
se combinam para formar estruturas com maior comprimento de onda. Posteriormente
quando alcançam um determinado comprimento de onda, há uma bifurcação que forma
duas novas estruturas. A evolução temporal do comprimento de onda destas estruturas
podem ser visualizadas com maior facilidade com auxilio da Figura 5.8, onde é apresen-
tado iso-linhas de concentração no fundo do canal para três diferentes instantes de tempo
característicos (Figura 5.8a) e a distribuição de comprimento de onda das estruturas de
lobos e fendas em cada um destes instantes de tempo (Figuras 5.8b, 5.8c e 5.8d) para
o caso LE2.5e3. Inicialmente (Figura 5.8b) é observado que a distribuição é dominada
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Figura 5.7 – Evolução temporal de iso-linhas de concentração no fundo do canal (x2 = 0)
para cada caso de simulação lock-exchange: (a) LE1e3, (b) LE2.5e3 e (c)
LE5e3. Em todas as figuras foi adotado um incremento de tempo de 0,1 tem-
pos adimensionais e um iso-valor de concentração de 10−2 para desenhar
as linhas.

por valores de comprimentos de onda menores, quando comparados aos demais instan-
tes de tempo, que correspondem as estruturas mais refinadas para este valor do número
de Reynolds. Posteriormente (Figura 5.8c), a distribuição é ocupada por uma maior va-
riedade no comprimento de onda das estruturas de lobos e fendas. Esta maior riqueza
de escalas está associada a um estágio intermediário em que o escoamento ainda está
em desenvolvimento. Finalmente (Figura 5.8d), o escoamento reproduz estruturas mais
largas que correspondem as maiores estruturas possíveis nas condições impostas por
este caso de simulação. De acordo com trabalhos anteriores (HÄRTEL et al., 2000; XIE
et al., 2019), as estruturas mais refinadas que ocorrem nos tempos iniciais (por exem-
plo na Figura 5.8b) estão associadas a uma dinâmica linear, sugerindo a existência de
uma instabilidade hidrodinâmica com um comprimento de onda bem definido que é uma
função do número de Reynolds. Enquanto que os fenômenos de mescla e bifurcação de
estruturas são não-lineares.

A comparação entre os resultados de comprimento de onda médio das estrutu-
ras de lobos e fendas com a relação empírica correspondente é realizada tomando uma
média temporal a partir do tempo em que inicia a ocorrência de mescla a bifurcação das
estruturas, uma vez que os desenvolvimento inicial dos lobos e fendas não foi contem-
plado no estudo deSimpson (1972). A Figura 5.9 expõe tal comparação, onde observa-se
que casos LE2.5e3 e LE5e3 apresentam concordância com a Eq. (3.7), enquanto que o
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Figura 5.8 – Iso-linhas de concentração no fundo do canal (x2 = 0) para o caso de simu-
lação LE2.5e3 para diferentes instantes de tempo e o histograma de compri-
mento de onda das estruturas de lobos e fendas para t = 4 (b), t = 8 (c) e
t = 28 (d). Foi adotado um iso-valor de concentração de 10−2 para desenhar
as linhas da sub-figura (a).

caso LE1e3 apresenta um valor de λ̄/hhead que corresponde a estruturas mais refinadas
do que as previstas por Simpson (1972). Esta discordância, indicada por uma diferença
de aproximadamente 20%, pode ser atribuída ao comprimento de canal empregado no
caso LE1e3 não ser longo o suficiente para permitir o crescimento das estruturas de lobos
e fendas. De maneira similar à Figura 5.6, a Eq. (3.7) é apresentada na Figura 5.9 com
uma faixa que leva em consideração a incerteza associada a relação de comprimentos
proposta por Simpson (1972).

5.1.2 Balanço de energia e eficiência de mistura
Os resultados dos balanços de energia apresentados nesta sub-seção foram cal-

culados de acordo com a formulação descrita anteriormente, com exceção do caso LE5e3
que necessita de um ajuste para levar em consideração a dissipação aportada pelo es-
quema numérico O6LES. Esta formulação alternativa tem como objetivo determinar a
dissipação do escoamento em termos da derivada de segunda ordem, assumindo que
existe um resíduo numérico, aqui denominado como εnum. Integrando no volume de con-
trole o produto entre o campo de velocidades e o termo viscoso das equações de Navier-
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Figura 5.9 – Comparação da relação entre o comprimento de onda médio das estruturas
de lobos e fendas e a altura da cabeça da corrente de densidade em fun-
ção do número de Reynolds da cabeça com a relação empírica proposta por
Simpson (1972). As linhas verticais indicam o desvio padrão associado aos
valores médios.

Stokes e posteriormente aplicando as condições de contorno, chega-se a uma relação
entre a dissipação total εT (DAIRAY et al., 2017) e a dissipação viscosa do escoamento,
definida na Eq. (4.30):

− 1
Re

�

Ω
ui

∂2ui

∂xj∂xj

dΩ
� �� �

εT

= 1
Re

�

Ω

∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

dΩ
� �� �

ε

+εnum, (5.1)

sendo εnum a dissipação artificial aportada pelo esquema numérico. Sendo assim, o cál-
culo das grandezas dependentes da dissipação viscosa, tais como a energia interna I e
a eficiência de mistura η, no caso LE5e3 é realizado com a Eq. (5.1). No caso particular
de Simulação Numérica Direta, εnum → 0 devido a escolha de esquema numérico e da
malha da cálculo, e tanto εT quanto ε são equivalentes.

As distribuições de cada parcela de energia em função do tempo em todos os
casos são apresentadas na Figura 5.10. Em um primeiro momento nota-se que há con-
servação da energia no volume de controle em todos os casos, indicado pela linha de-
nominada como “Total”. Por ser uma configuração de escoamento em que o sistema é
fechado e é permitido apenas a transformação da energia, a conservação da energia
é um bom indicativo de que os parâmetros relativos aos métodos numéricos emprega-
dos na solução do problema foram propriamente dimensionados. Também observa-se
para todos os casos que a energia potencial background quando t = 0 equivale a 50%
da energia potencial inicial, o que seria uma característica da condição inicial. De acordo
comHughes e Linden (2016), a relação entre energia potencial background e energia po-
tencial na condição inicial em configuração lock-release é função apenas de parâmetros



Capítulo 5. Resultados e Discussões 75

0 10 20 30

t

0.0

0.5

1.0

E
/P

0
(a)

0 10 20 30

t

0.0

0.5

1.0

(b)

0 10 20 30

t

0.0

0.5

1.0

E
/P

0

(c)

K
I
Pa

Pb

Total

Figura 5.10 – Balanço de energia em função do tempo para os casos de simulação LE1e3
(a), LE2.5e3 (b) e LE5e3 (c), sendo E uma parcela qualquer de energia.

geométricos do problema:

Pb,0

P0
= xf,0

L1
. (5.2)

Quando assumimos configuração lock-exchange, esta relação assumiu o valor constante
de 0,5 correspondendo ao mesmo valor encontrado em todos as casos de simulação
(Figura 5.10).

Conforme reportado em trabalhos anteriores (ESPATH et al., 2015; FRANCISCO
et al., 2018), observa-se um decaimento da energia potencial acompanhado de um cres-
cimento de energia cinética. Uma vez que a energia potencial background continua pra-
ticamente constante até t ≈ 15, pode-se atribuir o decaimento inicial da energia poten-
cial disponível apenas a sua transformação em energia cinética por meio do fluxo de bu-
oyancy. Em instantes de tempo posteriores o crescimento da energia interna e da energia
potencial background tornam-se mais importantes, impactando diretamente no cresci-
mento da energia cinética que pode ser associado decaimento da velocidade da frente
observado na Figura 5.4b. Quando estas variações de energia interna e energia potencial
background tornam-se mais importantes, é um indício de que os efeitos de dissipação
viscosa e mistura irreversível exercem uma maior influência na dinâmica do escoamento.

Posteriormente foi determinado a eficiência demistura de cada caso e comparado



Capítulo 5. Resultados e Discussões 76

103 104

Re

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

η

Hughes & Linden 2016

Lock-exchange

Figura 5.11 – Eficiência de mistura em função do número de Reynolds.

com o valor de base previsto por Hughes e Linden (2016) a partir da Eq. (3.9) usando
δML = 0.33, conforme apresentado na Figura 5.11. De acordo com investigações anterio-
res (ILICAK, 2014; HUGHES; LINDEN, 2016), a eficiência de mistura tende a ter compor-
tamento assintótico em função do número de Reynolds. Tal comportamento é observado
na Figura 5.11 onde a eficiência de mistura do caso LE5e3 se aproxima de valor teórico
η = 0,081, podendo ser interpretado como uma boa concordância dos resultados obtidos
com a literatura. Conforme reportado na literatura (HUGHES; LINDEN, 2016), estes re-
sultados fornecem indícios de que o valor da eficiência de mistura em uma corrente de
densidade na configuração lock-exchange é descrito, em sua maior parte, pelos efeitos
do corpo da corrente e, desta forma, os fenômenos de mistura irreversível presentes na
cabeça da corrente podem ser negligênciados.

É importante constatar que em nenhum trabalho encontrado na literatura a res-
peito deste assunto emprega a abordagem de Simulação de Grandes Escalas na deter-
minação da eficiência de mistura com a metodologia utilizada neste estudo. Os resulta-
dos adquiridos com o caso LE5e3 sugerem que o emprego do esquema numérico O6LES
pode ser uma alternativa na quantificação da eficiência de mistura para números de Rey-
nolds elevados.

5.2 Simulações do Modelo da Frente em Equilíbrio (MFE)
Nesta seção serão apresentados os resultados relativos as simulações na confi-

guração de modelo da frente em equilíbrio. Assim como nas simulações na configuração
lock-exchange, foram realizadas três simulações numéricas variando o número de Rey-
nolds e mantendo o número Schmidt constante com um valor Sc = 1, onde os demais
parâmetros estão sumarizados na Tabela 5.2. O parâmetro extra desta configuração, a
velocidade da frente (uf ), foi tomado das simulações lock-exchange correspondente a
cada caso de modelo da frente em equilíbrio. Nos casos MFE1e3 e MFE2.5e3 considerado
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Tabela 5.2 – Parâmetros das simulações na configuraçãoModelo da frente em equilíbrio
(MFE).

Caso MFE1e3 MFE2.5e3 MFE5e3
Re 103 2,5 × 103 5 × 103

uf 0,3394 0,3841 0,4054
L1 10 10 12
L2 1 1 1
L3 4 4 12
xf,0 5 5 5
n1 541 1081 481
n2 55 109 91
n3 216 432 480

n1 × n2 × n3 ≈ 6,4 × 106 ≈ 5 × 107 ≈ 2,1 × 107

∆t 10−3 5 × 10−4 10−3

tf 500 580 600
Esquema numérico O6DNS O6DNS O6LES

nπ 4 4 16

um domínio computacional (L1 × L2 × L3) = (10 × 1 × 4) e mantendo a abordagem de
Simulação Numérica Direta, enquanto que na simulação MFE5e3 utiliza-se um domínio
(L1 × L2 × L3) = (12 × 1 × 12) e a abordagem de Simulação Implícita de Grandes Es-
calas. Também foi arbitrado uma posição inicial da frente xf,0 = 5 para todos os casos.
Os valores dos parâmetros L1 e xf,0 devem ser arbitrados de uma forma em que o esco-
amento tenha espaço para se desenvolver e reproduzir um comprimento da cabeça da
corrente de densidade (Lhead) equivalente ao dos casos lock-exchange, e também que
a posição da frente no tempo final da simulação esteja suficientemente distante da fron-
teira x1 = L1. A escolha de um domínio mais largo especialmente para o caso MFE5e3
foi motivada por observações em testes preliminares com mesmo número de Reynolds.
Nestes testes notou-se que o comprimento de onda médio das estruturas de lobos e fen-
das possuí uma dependência com a largura do domínio computacional durante o estado
de equilíbrio do escoamento, sugerindo a possibilidade de um confinamento de tais es-
truturas. Todos casos nesta configuração de escoamento respeitam amesma densidade
de pontos da malha de cálculo por unidade de comprimento, incremento temporal e dis-
sipação artificial (nπ) dos casos lock-exchange com mesmo número de Reynolds. Uma
vez que esta configuração de escoamento permite realizar simulações em períodos de
tempo arbitrários, nota-se que os tempos finais de simulação (tf ) são substancialmente
maiores quando comparados com as simulações na configuração lock-exchange.

Os resultados das simulações referidas nesta seção serão apresentados em duas
partes: primeiramente são exibidas características gerais desta configuração de escoa-
mento, juntamente com comparações com as relações empíricas de Simpson (1972),
e posteriormente resultados referentes às observações do estado de equilíbrio de casa
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caso.

5.2.1 Características gerais
Ao longo desta sub-seção são apresentados resultados referentes as característi-

cas das simulações domodelo da frente emequilíbrio. Incluindo umdescritivo dos diferen-
tes regimes de escoamento encontrados, as limitações de equivalência com as simula-
ções na configuração lock-exchange e comparação da altura do nariz e comprimento de
onda médio das estruturas de lobos e fendas com Eq. (3.6) e Eq. (3.7) respectivamente.

De uma maneira qualitativa, foi observado que todas as simulações nesta confi-
guração de escoamento possuem duas etapas: primeiramente uma etapa transiente e
posteriormente um estado de equilíbrio em relação à posição da frente. Os tempos ini-
ciais das simulações nesta configuração correspondem a um período de tempo em que
o escoamento, partindo da condição inicial, se adapta até alcançar um estado de equilí-
brio. Neste período transiente, foi observado a formação de vórtices de Kelvin-Helmholtz
e estruturas de lobos e fendas com uma região frontal que, emmédia, é orientada perpen-
dicular a direção de propagação do escoamento, conforme apresentado na Figura 5.12.
De maneira similar aos casos na configuração lock-exchange, é verificado que quanto
maior o número de Reynolds mais refinadas são as estruturas coerentes do escoamento.
Também notou-se flutuações na posição da frente durante este período de tempo, porém
tal fato é esperado uma vez que o escoamento partiu de uma condição inicial arbitraria e
se adaptou à um estado de equilíbrio. Após um período de tempo suficientemente longo
o escoamento entra em estado de equilíbrio, onde são observadas estruturas de lobos e
fendas e mais largas quando comparadas ao período transiente e nota-se que não há o
desenvolvimento de novos vórtices Kelvin-Helmholtz, conforme mostrado na Figura 5.13.
Nos casos MFE2.5e3 e MFE5e3 observado-se que a posição da frente da corrente torna-se
uma função da coordenada perpendicular à direção do escoamento, conforme apresen-
tado nas Figuras 5.13b e 5.13c. Este efeito do comprimento lateral na região frontal da
corrente, foi constatado em observações de estuários (HORNER-DEVINE; CHICKADEL,
2017) onde não há o confinamento lateral da corrente imposto pelas paredes do canal
em abordagens experimentais.

A Figura 5.14 apresenta o comprimento da cabeça da corrente calculados tanto
para as simulações na configuração lock-exchange quanto nas simulações com15ma
boa concordância quando comparados com os casos lock-exchange de mesmo número
de Reynolds. O erro relativo deste comprimento entre o Modelo da Frente em Equilíbrio
e a configuração lock-exchange foi estimado em 4,8% para Re = 103 e erros inferiores à
1,5% para os demais valores deRe. Estes resultados sugerem que o comprimento do do-
mínio computacional (L1) e a posição inicial da frente (xf,0) utilizados para as simulações
do Modelo da Frente em Equilíbrio foram propriamente dimensionados, uma vez que há
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Figura 5.12 – Iso-superfície de concentração para os casos MFE1e3 (a), MFE2.5e3 (b) e
MFE5e3 (c) no instante de tempo t = 20. Foi adotado um iso-valor de con-
centração φ = 0,5 para renderizar as visualizações.

Figura 5.13 – Iso-superfície de concentração para os casos MFE1e3 (a), MFE2.5e3 (b) e
MFE5e3 (c) no instante de tempo t = 500. Foi adotado um iso-valor de con-
centração φ = 0,5 para renderizar as visualizações.
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Figura 5.14 – Comprimento da cabeça da corrente de densidade em função do número
de Reynolds.
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Figura 5.15 – Posição da frente no referencial móvel (a) e posição da frente global (b)
para todos os casos de simulação no Modelo da Frente em Equilíbrio.

espaço o suficiente para o desenvolvimento do escoamento.
O estado de equilíbrio alcançado nos casos MFE pode ser melhor observado com

auxílio da Figura 5.15a, onde é apresentado a posição da frente em função do tempo con-
siderando o referencial móvel para cada caso de simulação. Inicialmente o escoamento
exibe variações na posição da frente e posteriormente tende a alcançar um posição de
equilíbrio. Estas variações da posição da frente são esperadas, uma vez que a condi-
ção inicial empregada na resolução do problema é arbitraria e não foi otimizada. Porém,
quando a posição de equilíbrio é alcançada as variações desta grandeza tendema ser pe-
quenas, alcançando no máximo 3% do valor médio no caso MFE5e3 para t > 300. Quando
é estimada a posição da frente global, ou seja sem o referencial móvel, as flutuações
locais desta grandeza observadas na Figura 5.15a podem ser desprezadas, conforme
apresentado na Figura 5.15b.

Revertendo a troca de coordenadas imposta pelo uso do referencial móvel, torna-
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Figura 5.16 – Evolução temporal de iso-linhas de concentração no fundo do canal (x2 =
0) para o caso de simulação MFE2.5e3 (a-b) e LE2.5e3 (c). A sub-figura
(b) é uma ampliação da sub-figura (a) no intervalo 0 ≤ x1 − xf,0 ≤ 12,5.
Em todas as figuras foi adotado um incremento de tempo de 0,2 tempos
adimensionais e um iso-valor de concentração de 10−2 para desenhar as
linhas.

se possível expor a evolução temporal das iso-linhas de concentração no fundo canal,
conforme apresentado na Figura 5.16 para o caso MFE2.5e3 e Figura 5.17 para o caso
MFE5e3. Nota-se na Figura 5.16a que a partir de x1−xf,0 ≈ 40 (ou de acordo com a Figura
5.15b, no instante de tempo t ≈ 100) o comprimento de onda das estruturas de lobos e
fendas torna-se praticamente uma constante.A verificação da equivalência entre o mo-
delo da frente em equilíbrio e a configuração lock-exchange pode ser feita tomando parte
do período transiente, equivalente ao comprimento do canal dos casos lock-exchange,
como referência (Figura 5.16b). Observa-se que, assim como no caso LE2.5e3 (Figura
5.16c), primeiramente há um desenvolvimento de estruturas mais refinadas que ao longo
do tempo se combinam para formar estruturas maiores, de maneira semelhante à Figura
5.1, e o mesmo pode ser observado na Figura 5.17. Porém devido a vantagem do MFE de
realizar simulações com tempos suficiente longos, existe a possibilidade do escoamento
desenvolver estruturas de lobos e fendas mais largas do que o observado na configura-
ção lock-exchange, de acordo com o que observa-se nas Figuras 5.16a, 5.17b e 5.17c.

Com a finalidade de estabelecer uma comparação dos resultados obtidos com
esta configuração de escoamento e as relações empíricas de Simpson (1972) citadas
anteriormente, foi determinado o número de Reynolds da cabeça da corrente para cada
caso. Este número adimensional resultante para os casos MFE1e3, MFE2.5e3 e MFE5e3 é
de 2,1227 × 102, 5,8684 × 102 e 1,2193 × 103 respectivamente. Nota-se que os valores
de Rehead encontrados nesta configuração são, em média, 15% menores quando com-
parados com as simulações lock-exchange correspondentes. Esta diferença esta direta-
mente relacionada com a altura da cabeça (hhead), uma vez que a velocidade da frente
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Figura 5.17 – Evolução temporal de iso-linhas de concentração no fundo do canal (x2 =
0) para o caso de simulação MFE5e3, onde a sub-figura (a) representa o
estado transiente, (b) o estado de equilíbrio e (c) é uma ampliação de (b) no
retangulo cinza. Em todas as figuras foi adotado um incremento de tempo
de 0,2 tempos adimensionais e um iso-valor de concentração de 10−2 para
desenhar as linhas.

e a viscosidade cinemática seguem inalterados quando passamos da configuração lock-
exchange para o Modelo da Frente em Equilíbrio. Devido a transformação na configura-
ção de escoamento imposta pelo acoplamento do referencial móvel e as novas condições
de contorno com perfis de velocidade e concentração arbitrários na fronteira x1 = 0, o
modelo proposto na presente formulação possuí limitações em reproduzir o mesmo valor
de altura da cabeça da corrente que os valores obtidos na configuração lock-exchange.
Esta limitação fornece indícios de que há espaço para melhorias na formulação matemá-
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Figura 5.18 – Altura do nariz (a) e comprimento de onda médio das estruturas de lobos e
fendas (b), normalizados pela altura da cabeça, em função do número de
Reynolds da cabeça. As linhas verticais indicamo desvio padrão associado
aos valores médios.

tica desse modelo, tais como o uso de perfis de entrada alternativos. Porém, mesmo com
esta divergência no valor de Rehead ambas configurações de escoamento possuem uma
boa concordância com a Eq. (3.6), conforme apresentado na Figura 5.18a. Estes resul-
tados sugerem que mesmo com um erro de aproximadamente 15% na altura da cabeça
da corrente, o Modelo da Frente em Equilíbrio reproduz a cabeça de uma corrente de
densidade que satisfaz a relação de alturas proposta por Simpson (1972).

Posteriormente foi medido o comprimento de onda médio das estruturas de lobos
e fendas no período de tempo correspondente ao intervalo 0 ≤ x1 − xf ≤ 12,5, com exce-
ção do caso MFE1e3 que devido ao baixo número de Reynolds necessitou um período de
tempo maior para realizar esta medida, conforme havia sido identificado no caso LE1e3.
A comparação dos resultados obtidos com a relação empírica descrita pela Eq. (3.7) é
apresentada na Figura 5.18b, onde observa-se uma boa concordância com a literatura.
Assim como na medida da altura do nariz da corrente o erro encontrado na altura da ca-
beça, quando comparado as simulações lock-exchange, não influencia na comparação
com as relações empíricas propostas por Simpson (1972).

5.2.2 O estado de equilíbrio
Conforme descrito anteriormente, as simulações na configuração de escoamento

do MFE tendema alcançar um estado de equilíbrio a partir de períodos de tempo suficiente-
mente longos. Este estado é caracterizado por pequenas variações locais da posição da
frente (Figura 5.15a), por um número constate de estruturas de lobos e fendas (Figuras
5.16a, 5.17b e 5.17c) e também pela ausência na formação de novos vórtices de Kelvin-
Helmholtz. Neste estado, o comprimento de ondamédio das estruturas de lobos e fendas
atinge um valor constante, não satisfaz a Eq. (3.7) e apresenta um comportamento cres-
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Figura 5.19 – Relação entre o comprimento de onda médio das estruturas de lobos e fen-
das e a altura da cabeça da corrente em função do número de Reynolds
da cabeça, onde MFE-EE representa resultados obtidos com Modelo da
Frente em Equilíbrio no estado de equilíbrio.

cente em função de Rehead, conforme apresentado na Figura 5.19. Porém este fato pode
ser esperado uma vez que, em suas experiências, Simpson (1972) tinha a disposição um
canal com comprimento e largura limitados e suas relações empíricas não contemplam o
comportamento da cabeça corrente em tempos suficientemente longos. Além deste fato,
quando tais escoamentos são observados na natureza as relações de comprimento são
maiores, não existindo o confinamento lateral das estruturas, que são esperados em ex-
perimentos. Esta tendência de comportamento em relação o comprimento de ondamédio
das estruturas de lobos e fendas é evidenciada quando observamos amedição deHorner-
Devine e Chickadel (2017) de plumas hipopicnais em estuários, onde praticamente não
há limitações laterais na propagação do escoamento. Em seu estudo de caso, Horner-
Devine e Chickadel (2017) constatou que a relação λ̄/hhead possuí um valor de 2,5 para
Rehead ≈ 5,6 × 105 (Figura 5.19), o que possuí uma grande discordância com o valor de
0,04 previsto com a Eq. (3.7) para o mesmo número de Reynolds da cabeça da corrente.
Desta forma, é razoável que uma corrente de densidade tenha a capacidade de produzir
estruturas de lobos e fendas com largura que não satisfazem a relação empírica proposta
por Simpson (1972), conforme foi observado com o MFE e reportado por Horner-Devine
e Chickadel (2017).

A ausência de vórtices de Kelvin-Helmholtz no estado de equilíbrio pode ser atri-
buída aos efeitos descritos anteriormente para os casos lock-exchange e também as
condições de estratificação do escoamento neste período de tempo. A verificação das
condições de estratificação do escoamento foi realizada determinando o número de Ri-
chardson localmente, em cada posição x1 e na posição vertical correspondente ao ponto
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Figura 5.20 – Número de Richardson local em função de x1 − xf . Resultados obtidos no
estado de equilíbrio.

de inflexão do campo u1, na forma:

Ri = − ∂φ

∂x2

�
∂2u1

∂x2
2

�−2

. (5.3)

Conforme apresentado na Figura 5.20, nota-se que embora o valor deste número
adimensional assuma valores inferiores à 0,25 em algumas regiões, há uma tendência
de crescimento no sentido do corpo corrente onde os valores são superiores à 0,25. De
acordo com Hazel (1972), Ri = 0,25 é um valor crítico que dita a estabilidade do escoa-
mento, onde valores superiores descrevem um escoamento estável e valores inferiores
um escoamento instável. Os resultados apresentados na Figura 5.20 sugerem que qual-
quer pertubação causada pelos efeitos de entranhamento de fluido ambiente no nariz
da corrente são posteriormente amortecidas devido aos níveis de estratificação do es-
coamento. Desta forma, a formação dos vórtices de Kelvin-Helmholtz observados nos
tempos iniciais pode ser atribuída à um estado transiente imposto pela condição inicial
do problema.

5.3 A origem das estruturas de lobos e fendas
Omodelo proposto na definição da origem das estruturas de lobos e fendas é ba-

seado na resolução das equações de estabilidade linear, cuja formulação foi mencionada
anteriormente nametodologia empregada neste estudo. Esta análise possuí o objetivo de
relacionar a formação das estruturas de lobos e fendas com instabilidades gravitacionais
associadas a região de estratificação instável no nariz da corrente. Para tanto, toma-se
como estado de base o campo φ médio no tempo e na direção perpendicular a propa-
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Figura 5.21 – Iso-linhas de taxa de amplificação em função da coordenada x1 − xf e do
comprimento de onda para os casos MFE1e3 (a), MFE2.5e3 (b) e MFE5e3
(c). Nesta figura, a linha tracejada representa a fronteira de estabilidade,
as demais isolinhas são desenhadas com um incremento de taxa de am-
plificação de 0,4 e a linha cinza representa o comprimento de onda mais
amplificado para cada posição x1 − xf .

gação do escoamento e resolve-se o problema de autovalores/autovetores generalizado,
formulado pelas Eqs. (4.16a) e (4.16b), localmente em cada posição x1. A discretização
das Eqs. (4.16a) e (4.16b) é realizada por meio do método Chebyshev combinado com a
função de mapeamento descrita pela Eq. (4.68), onde foi empregado 96 pontos de colo-
cação para todos os casos. Devido a escolha do estado de base, é esperado que a ampli-
ficação de qualquer perturbação esteja associado apenas à instabilidades de Rayleigh-
Taylor (DRAZIN; REID, 2004). Uma vez que a taxa de amplificação é determinada para
cada combinação de x1 e k3 nos casos MFE1e3, MFE2.5e3 e MFE5e3, busca-se qual seria
o comprimento de onda associado a máxima taxa amplificação para comparação com a
Eq. (3.11), proposta por Xie et al. (2019). Neste caso, o comprimento de onda de uma
perturbação é relacionado com seu correspondente número de onda na forma:

λ = 2π

k3
. (5.4)

O comportamento da taxa de amplificação em função da direção de propagação
do escoamento e do comprimento de onda para cada caso de modelo da frente em equi-
líbrio é apresentado na Figura 5.21. Na apresentação destes resultados opta-se por sub-
trair a coordenada x1 da posição da frente associada ao campo de concentração médio.
Desta forma é claramente observado que todas as perturbações são amortecidas para
x1−xf > 0, uma vez que as variações de concentração além da região frontal da corrente
de densidade podem ser desprezadas. Nos casos MFE1e3 e MFE2.5e3 a máxima taxa de
amplificação em todo o intervalo −Lhead ≤ x1 − xf ≤ 0 assumiu um valor de aproxima-
damente 3,5 com ocorrência próxima à posição da frente. Enquanto que no caso MFE5e3
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Figura 5.22 – Comprimento de onda mais amplificado em função número de Reynolds.

(Figura 5.21c), a mesmamedida resultou em um valor de taxa de amplificação de 1,8 cuja
ocorrência é mais afastada da posição da frente. Esta anomalia no comportamento da
máxima taxa de amplificação da simulação MFE5e3, quando comparado com os demais
casos, pode ser atribuída às grandes oscilações laterais que podem ser observadas na
Figura 5.13c. Tais oscilações tendem a poluir a média lateral dos dados, impactando di-
retamente nos números adimensionais empregados para reescalar o problema para esta
formulação simplificada. Como consequência há uma variação na taxa de amplificação
e a região instável do escoamento torna-se mais abrangente. Porém mesmo com este
comportamento anômalo na taxa de amplificação quando Re = 5 × 103, nota-se que
o comprimento de onda mais amplificado apresenta um tendência decrescente em fun-
ção do número de Reynolds conforme apresentado na Figura 5.22, estando de acordo
com os resultados analíticos presentes no estudo de Xie et al. (2019). Além destas ob-
servações também foi verificado que todas a regiões instáveis contidas na Figura 5.21
correspondem a modos não-oscilatórios, ou seja, com frequência angular nula.

De acordo com Härtel et al. (2000), Xie et al. (2019), os comprimentos de onda
mais amplificados encontrados por meio de estudos de estabilidade linear correspondem
ao comprimento de ondamédio das estruturas de lobos e fendas observadas nos tempos
iniciais da propagação da corrente, sugerindo a existência de um comprimento de onda
elementar. A verificação deste comprimento de onda elementar pode ser observada na
Figura 5.23, onde foi construído um histograma do comprimento de onda das estruturas
de lobos e fendas utilizando dados correspondente à tempos iniciais da simulação junta-
mente com os resultados obtidos a partir de análise de estabilidade linear (apresentados
na Figura 5.22). Na Figura 5.23 nota-se que mesmo um escoamento médio temporal pos-
suí a capacidade de guardar a informação do comprimento de onda elementar quando
sujeito à metodologia empregada. Assumindo que, de fato, as estruturas de lobos são
originadas por um mecanismo linear, a riqueza de escalas de comprimento observadas
nas Figuras 5.7 e 5.16 é gerada por múltiplos deste comprimento de onda elementar.
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Figura 5.23 – Histograma do comprimento de onda das estruturas de lobos e fendas nos
tempos iniciais para os casos MFE1e3 (a), MFE2.5e3 (b) e MFE5e3 (c), onde
a linha tracejada representa os resultados obtidos pelo estudo de estabili-
dade linear.
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Figura 5.24 – Relação entre o comprimento de onda médio das estruturas de lobos e fen-
das e a altura da cabeça da corrente em função do número de Reynolds da
cabeça para oModelo da Frente emEquilíbrio, ummúltiplo do comprimento
de onda mais amplificado e a Eq. (3.7).

Tomando como exemplo a Figura 5.24, podemos observar que a Eq. (3.7) sugere que
o comprimento de onda médio das estruturas de lobos e fendas medidas por Simpson
(1972) representa em média dois comprimentos de onda elementar. Desta forma, pode-
se entender que o sistema realiza a escolha dcomprimento de onda das estruturas de
lobos e fendas baseado em comprimento de onda característico consequente do cresci-
mento de instabilidades gravitacionais.

A forma do modo instável mais amplificado é apresentada na Figura 5.25 junta-
mente com os dados do escoamento médio da Simulação Numérica Direta realizada no
caso MFE1e3 e o perfil médio de concentração correspondente. As estruturas apresenta-
das na Figura 5.25a estão confinadas na região de estratificação instável (0 ≤ x2/hnose ≤
1), uma vez que omodelo proposto considera que as perturbações podemcrescer apenas
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Figura 5.25 – Iso-linhas de vorticidade no plano (x2,x3) na posição x1 correspondente à
máxima taxa de amplificação com o estudo de estabilidade linear (a) e si-
mulação numérica (b) e a concentração em função da coordenada vertical
(c). Nas figuras (a) e (b) as linhas pretas e sólidas representam valores
positivos enquanto que as linhas pretas e tracejadas correspondem à valo-
res negativos. A linha cinza tracejada representa a localização do nariz da
corrente. Resultados para o caso MFE1e3.

por efeitos de estratificação instável. Observa-se, qualitativamente, que os resultados
tanto de estabilidade linear quanto de Simulação Numérica Direta possuem uma certa
semelhança, porém as estruturas resultantes da DNS apresentam uma deformação na
direção vertical causados por efeitos não-lineares e variações de velocidade vertical não
previstos pelo modelo simplificado.

Finalmente, os dados adquiridos a partir da teoria da estabilidade linear nesta
configuração de escoamento fornecem fortes indícios de que a formação de estruturas
de lobos e fendas tem suas origens no crescimento de instabilidades gravitacionais do
tipo Rayleigh-Taylor (DRAZIN; REID, 2004). Porém, a instabilidade gravitacional encon-
trada nesta análise difere da instabilidade Rayleigh-Taylor documentada na literatura por
possuir um confinamento com a fronteira inferior do domínio.
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6 Conclusão

Utilizando as abordagens de Simulação Numérica Direta, Simulação de Grandes
Escalas e Teoria de Estabilidade Linear, este trabalho estudou correntes de densidade
através de configurações canalizadas. Primeiramente, foi empregado uma configuração
de escoamento conhecida na literatura e referida como lock-exchange, com a finalidade
de obter resultados de base. Posteriormente, foi formulado um modelo matemático, aqui
chamado deModelo da Frente emEquilíbrio, que possibilitou o estudo das características
da cabeça de uma corrente de densidade demaneira simplificada. Ao longo deste estudo
as perguntas inicialmente propostas foram respondidas:

“Existe a possibilidade de formular um modelo matemático reduzido que

reproduz a dinâmica da cabeça de uma corrente de densidade e permita

realizar simulações em períodos de tempo arbitrários?”

De acordo com a metodologia proposta no Modelo da Frente em Equilíbrio, é pos-
sível formular um modelo matemático com tais características. Conforme apresentado
na Figura 5.14, o Modelo da Frente em Equilíbrio reproduz o comprimento da cabeça
da corrente de densidade com um erro em relação a simulações na configuração lock-
exchange de no máximo 4,8%, porém conforme o número de Reynolds aumenta este
erro relativo tende a diminuir, alcançando valores em torno de 1,5%. De uma maneira
qualitativa, o modelo proposto consegue replicar o comportamento de evolução temporal
das estruturas de lobos e fendas, apresentado nas Figuras 5.16b e 5.16c. Enquanto que
quantitativamente, foi verificado a limitação do MFE em descrever a altura da cabeça
da corrente (hhead) das simulações lock-exchange, com erros relativos de aproximada-
mente 15%. Porém quando os resultados obtidos com o Modelo da Frente em Equilíbrio
são comparados com as relações empíricas propostas por Simpson (1972), é observado
uma boa concordância conforme exibido na Figura 5.18. Desta maneira pode-se afirmar
que embora existam melhorias a serem feitas no modelo matemático desenvolvido com
a finalidade de minimizar o erro associado a altura da cabeça corrente, a metodologia
apresentada fornece resultados que satisfazem as relações propostas na literatura.

“Como se comporta a cabeça de uma corrente de densidade em tempos

suficientemente longos?”

Devido as características doModelo da Frente em Equilíbrio, é possível adotar do-
mínios de cálculo reduzidos que viabilizam a realização de simulações numéricas em lon-
gos períodos de tempo que, normalmente, seriam muito custosas na configuração lock-
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exchange. Neste novo cenário, a cabeça da corrente de densidade experimenta um es-
tado de equilíbrio, evidenciado pelas Figuras 5.15a e 5.16a, que possuí como principais
características pequenas flutuações na posição da frente, comprimento de onda médio
das estruturas de lobos e fendas constante ao longo do tempo e a ausência de novos
vórtices de Kelvin-Helmholtz. Os valores de comprimento de onda médio das estruturas
de lobos e fendas encontrados no estado de equilíbrio não satisfazem a relação empírica
proposta por Simpson (1972) e possuem um comportamento crescente em função do
número de Reynolds da cabeça da corrente (Rehead). Este comportamento diferenciado
no estado de equilíbiro não foi observado em abordagens experimentais devido as limita-
ções de comprimento e largura dos canais necessários. Porém observações de campo
realizadas por Horner-Devine e Chickadel (2017) sugerem que os resultados obtidos pos-
suem uma tendencia de reproduzir o comportamento observado na natureza, conforme
apresentado na Figura 5.19.

As condições de estratificação do escoamento, mostrada na Figura 5.20, suge-
rem que o escoamento tende a ser estável para instabilidades cisalhantes em tempos
suficientemente longos. Desta forma, pode-se concluir que a formação dos vórtices de
Kelvin-Helmholtz, nas condições estudadas, estão associados a um estado transiente do
escoamento que depende da condição inicial do problema.

“Quais são os mecanismos associados a origem das estruturas de lobos

e fendas?”

Com base em um estudo de estabilidade linear simplificado, foi constatado que as
estruturas de lobos e fendas são originadas pelo crescimento de instabilidades gravitacio-
nais associadas à estratificação instável característica do nariz da corrente de densidade.
Os modos instáveis encontrados nesta análise podem ser caracterizados como uma ins-
tabilidade de Rayleigh-Taylor modificada pelo confinamento entre o nariz da corrente e
o leito do canal, possuindo um comprimento de onda elementar que seria a estrutura de
lobos e fendas commenor comprimento de onda possível para uma combinação de parâ-
metros dada. A existência de um comprimento de onda elementar sugere que, emmédia,
o comprimento de onda das estruturas de lobos e fendas observadas no desenvolvimento
do escoamento são múltiplos deste comprimento de onda, conforme exibido na Figura
5.24. Sendo assim, podemos assumir que a escolha destes comprimentos característi-
cos do escoamento estão associados a um mecanismo linear de seleção de escalas.

“Qual é a eficiência de mistura global de correntes de densidade na confi-

guração de escoamento referida como lock-exchange?”

Apartir dométodo de partição da energia potencial (LORENZ, 1955), foi desenvol-
vido ferramentas computacionais para quantificar os diferentes reservatórios de energia e
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suas correspondentes taxas de transferência de energia (Figura 4.7). Posteriormente foi
quantificado a eficiência demistura baseado na definição dePeltier e Caulfield (2003) que
diz que esta grandeza pode ser determinada como “relação entre as perdas de energia
por efeitos de mistura irreversível e todas as perdas irreversíveis de energia disponível”.
Em todos os casos de simulação na configuração lock-exchange foi observado a conser-
vação da energia, sugerindo uma boa escolha dos parâmetros de discretização numérica
e condições de contorno propriamente implementadas. Também foi constatado que a efi-
ciência de mistura tende a crescer com o aumento do número de Reynolds tendendo a
um valor assintótico de 0,081, previsto pelo estudo teórico de Hughes e Linden (2016).
Estas observações insinuam que o valor da eficiência de mistura é dominado pelos efei-
tos do corpo da corrente de densidade e, desta forma, os efeitos de mistura irreversível
na cabeça da corrente de densidade podem ser desprezados.
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7 Proposta para Trabalhos Futuros

Após este estudo, ainda seguem alguns pontos em aberto que podem ser traba-
lhados futuramente, tais como:

• Investigar as distribuições e transferências de energia turbulenta e suas
possíveis relações com os fenômenos observados neste estudo;

Este tipo de investigação é baseada na equação da energia cinética turbulenta
(TENNEKES; LUMLEY, 1989), onde as variáveis do escoamento são decompostas
em média e flutuação e obtem-se uma relação entre todas as taxas de transferên-
cia de energia turbulenta. No caso especial do Modelo da Frente em Equilíbrio em
estado estacionário, este balanço de energia possuí a forma:

S + B′ − ε′ − T ′ = 0, (7.1)
sendo S a taxa de produção de cisalhamento,B′ o fluxo turbulento de buoyancy, ε′ a
taxa de dissipação da energia cinética turbulenta e T ′ a taxa de transporte de ener-
gia turbulenta. A relação destas taxas de transferência de energia com os demais
reservatórios de energia é representado pela Figura 7.1a, ondeK′ é a energia ciné-
tica turbulenta, K̄ a energia cinética do escoamento médio, P a energia potencial
e I a energia interna. A Figura 7.1b apresenta como seria a distribuição de cada
termo da Eq. (7.1) em função da direção x1 para o caso MFE2.5e3.

K′

K̄

P

I

Energia
externa

S

B′T ′

ε′

ε̄

Φ

B̄

Eq. (7.1)

(a)

−4 −2 0
x1 − xf

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

10
3
×
E

�

S
B�

−ε�

−T �

(b)

Figura 7.1 – Esquema da relação das taxas de transferência de energia turbulenta com
os reservatórios de energia do escoamento (a) e distribuição das taxas de
transferência de energia turbulenta em função da direção x1 para o caso
MFE2.5e3 (b).

Com base nas distribuições de transferência de energia turbulenta, por exemplo
Figura 7.1b, pode-se buscar mais informações a respeito da dinâmica da cabeça
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de uma corrente de densidade e propor possíveis relações com os fenômenos ob-
servados ao longo deste estudo. No caso do uso da abordagem de Simulação Im-
plícita de Grandes Escalas, torna-se necessário a formulação de uma metodologia
para quantificar a taxa de dissipação de energia cinética turbulenta aportada pelos
esquemas numéricos implementados no código computacional Incompact3d, de
forma similar à Eq. (5.1).

• Investigar o mecanismo que promove a saturação da largura média das
estruturas de lobos e fendas em tempos suficientemente longos;

Conforme foi observado nas Figuras 5.16a, 5.17b e 5.17c, a partir de um determi-
nado instante de tempo a largura média das estruturas de lobos e fendas tende a
ser constante, porém ainda está em aberto qual seria o mecanismo que governa
este fenômeno.

• Buscar uma metodologia para definir um escoamento de base caracterís-

tico das configurações de escoamento aqui trabalhadas;

Nos trabalhos que empregam abordagens baseadas na teoria da estabilidade li-
near para estudar as estruturas de lobos e fendas (HÄRTEL et al., 2000; XIE et al.,
2019), incluindo o presente estudo, não existe um consenso em relação ao escoa-
mento de base. Além deste fato, nenhum dos escoamentos de base empregados
nestes estudos satisfaz as condições descritas por Sipp e Lebedev (2007), Loi-
seau et al. (2019). Uma vez que o Modelo da Frente em Equilíbrio permite realizar
simulações da cabeça de uma corrente de densidade em períodos de tempo arbi-
trários, pode-se buscar o desenvolvimento de uma ferramenta computacional para
a obtenção de escoamento de base, baseada na abordagem de amortecimento
seletivo (LOISEAU et al., 2019) por exemplo.

• Investigar a origem das estruturas de lobos e fendas por meio de ferramen-
tas baseadas na teoria da estabilidade linear mais refinadas;

Uma vez que torna-se possível obter um escoamento de base que satifaz as con-
dições descritas por Sipp e Lebedev (2007), Loiseau et al. (2019), é viável o uso
de ferramentas baseadas na teoria da estabilidade linear mais refinadas no estudo
da origem das estruturas de lobos e fendas, por exemplo análises de estabilidade
bi-global e tri-global.

• Aumentar a amostragem de número de Reynolds em ordens de magnitude
mais elevadas.

O aumento da amostragem de número de Reynolds em ordens de magnitude mais
elevadas pode fornecer mais informações a respeito da largura média das estrutu-
ras de lobos e fendas em tempos suficientemente longos e prover mais argumentos
que justifiquem a tendencia observada na Figura 5.19.
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APÊNDICE A – Equações de energia para a
configuração lock-exchange

Este apêndice tem como finalidade apresentar a dedução das equações de ener-
gia correspondentes à configuração lock-exchange, apresentadas na metodologia deste
estudo, partindo das equações gerais. Primeiramente é apresentada a equação da ener-
gia potencial, posteriormente a equação da energia potencial background e finalmente a
equação da energia cinética.

A.1 Energia potencial
Conforme mencionado durante este estudo a evolução da energia potencial esta

associada a equação de transporte escalar:
∂φ

∂t
+ uj

∂φ

∂xj

= 1
ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

. (A.1)

Partindo desta equação são necessários três passos para encontrar a Equação (4.27):

1. Multiplicar todos os termos pela coordenada vertical (x2):

x2
∂φ

∂t
+ x2uj

∂φ

∂xj

= x2

ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

. (A.2)

O termo de transporte pode ser reescrito de maneira alternativa por meio da regra
da cadeia, resultando em:

∂

∂t
(x2φ) − u2φ + ∂

∂xj

(x2ujφ) = x2

ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

. (A.3)

2. Integrar a equação resultante no domínio Ω:
�

Ω

∂

∂t
(x2φ) dΩ −

�

Ω
u2φdΩ +

�

Ω

∂

∂xj

(x2ujφ) dΩ =
�

Ω

x2

ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

dΩ. (A.4)

Neste caso o termo de transporte pode ser reescrito com uma forma alternativa por
meio do teorema da divergência, resultando em:

d

dt

��

Ω
x2φdΩ

�
−
�

Ω
u2φdΩ +

�

Γ
(x2ujφ) njdΓ = 1

ReSc

�

Ω
x2

∂2φ

∂xj∂xj

dΩ, (A.5)

sendo Γ a superfície do domínio.
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3. Aplicando as condições de contorno do problema na integral da superfícieΓ, obtém-
se a equação que descreve a evolução temporal da energia potencial do escoa-
mento:

d

dt

��

Ω
x2φdΩ

�

� �� �
P

=
�

Ω
u2φdΩ

� �� �
−B

+ 1
ReSc

�

Ω
x2

∂2φ

∂xj∂xj

dΩ
� �� �

Φ

(A.6)

A.2 Energia potencial background
De maneira similar ao caso da energia potencial, a equação da energia potencial

background também tem como ponto de partida a equação de transporte escalar:
∂φ

∂t
+ uj

∂φ

∂xj

= 1
ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

. (A.7)

E também pode ser deduzida com três passos, mas difere do caso anterior pelo uso do
espaço reditribuído (x2,∗) no lugar da coordenada vertical e o uso de propriedades destas
coordenadas alternativas.

1. Multiplicar todos os termos pela coordenada x2,∗:

x2,∗
∂φ

∂t
+ x2,∗uj

∂φ

∂xj

= x2,∗
ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

. (A.8)

Aplicando a regra da cadeia e assumindo uma troca de variáveis ∂ψ/∂xj = x2,∗∂φ/∂xj

(WINTERS et al., 1995), pode-se reescrever a equação na forma:

∂

∂t
(x2,∗φ) − φ

∂x2,∗
∂t

+ ∂

∂xj

(ujψ) = x2,∗
ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

. (A.9)

2. Integrar a equação resultante no domínio Ω:
�

Ω

∂

∂t
(x2,∗φ) dΩ −

�

Ω
φ

∂x2,∗
∂t

dΩ +
�

Ω

∂

∂xj

(ujψ) dΩ =
�

Ω

x2,∗
ReSc

∂2φ

∂xj∂xj

dΩ. (A.10)

Por definção, o segundo termo da equação acima é nulo (WINTERS et al., 1995) e
assim como no caso da enegia potencial o termo de transporte pode ser reescrito
em termos de integral de superfície por meio do teorema da divergência. A equação
resultante possuí a forma:

d

dt

��

Ω
x2,∗φdΩ

�
+
�

Γ
(ujψ) njdΓ = 1

ReSc

�

Ω
x2,∗

∂2φ

∂xj∂xj

dΩ (A.11)

3. Aplicando as condições de contorno do problema na integral da superfícieΓ, obtém-
se a equação que descreve a evolução temporal da energia potencial background
no escoamento:

d

dt

��

Ω
x2,∗φdΩ

�

� �� �
Pb

= 1
ReSc

�

Ω
x2,∗

∂2φ

∂xj∂xj

dΩ
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M

. (A.12)
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A.3 Energia cinética
Finalmente, a equação que descreve a evolução da energia cinética ao longo do

tempo pode ser obtida partindo da equação de quantidade de movimento:
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= − ∂p

∂xi

+ 1
Re

∂2ui

∂xj∂xj

− φδ2i. (A.13)

Assim como nos casos anteriores, a Equação 4.30 é obtida em três etapas:

1. Multiplicar todos os termos por ui:

ui
∂ui

∂t
+ uiuj

∂ui

∂xj

= −ui
∂p

∂xi

+ ui

Re

∂2ui

∂xj∂xj

− uiφδ2i. (A.14)

Aplicando a regra da cadeia, podemos reescrever a equação acima na forma:
∂

∂t

�1
2uiui

�
+ ∂

∂xj

�1
2uiuiuj

�
= − ∂

∂xi

(uip)+ 1
Re

∂2

∂xj∂xj

�1
2uiui

�
− 1

Re

∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

−u2φ,

(A.15)
onde os termos de transporte podem ser agrupados, resultando em:

∂

∂t

�1
2uiui

�
= − ∂

∂xj

�
ujp + 1

2uiuiuj − 1
Re

∂
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2uiui

��
− 1

Re
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∂ui
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− u2φ

(A.16)

2. Integrar a equação resultante no domínio Ω:
�
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∂t

�1
2uiui

�
dΩ = −
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∂

∂xj

�
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(A.17)

Assim como nos casos anteriores, o termo de transporte é reescrito com o emprego
do teorema da divergência:

d

dt

��

Ω

1
2uiuidΩ

�
= −

�

Γ

�
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2uiuiuj − 1
Re

∂
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�

Ω
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(A.18)

3. Aplicando as condições de contorno do problema na integral da superfície Γ, chega-
se na equação de energia cinética do escoamento:

d

dt

��

Ω

1
2uiuidΩ

�

� �� �
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= −
�

Ω

1
Re

∂ui
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−B

. (A.19)
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APÊNDICE B – Recursos computacionais
utilizados

As simulações numéricas nas configurações de escoamento lock-exchange eMo-
delo da Frente em Equilíbrio foram realizadas no centro de computação do Laboratório
de Alto Desempenho (LAD) na Escola Politécnica da PUCRS. Cada máquina do cen-
tro computação é composta por dois processadores Intel Xeon Six-Core E5645 2.4GHz
Hyper-Threading e 24GB de memória RAM. O número de processadores empregados,
espaço ocupado em disco e tempo aproximado de cálculo de cada simulação são apre-
sentados na Tabela B.1. O tratamento dos dados das simulações e as análises de es-
tabilidade linear foram realizadas localmente em um computador desktop Dell XPS com
processador Intel Core i7-8700 3.20GHz Hyper-Threading com 6 processadores e 16GB
de memória RAM.
Tabela B.1 – Número de processadores empregados, espaço ocupado emdisco e tempo

aproximado de cálculo de cada simulação no centro de computação do La-
boratório de Alto Desempenho (LAD) na Escola Politécnica da PUCRS.

Caso Número de processadores Espaço em disco Tempo de cálculo
LE1e3 72 74 GB 7 horas

LE2.5e3 144 473 GB 126 horas
LE5e3 72 57 GB 6 horas
MFE1e3 168 7 GB 23 horas

MFE2.5e3 96 40 GB 890 horas
MFE5e3 96 18 GB 100 horas




