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“A maior sabedoria que existe

é a de conhecer-se alguém a si próprio.”

Galileo Galilei



Resumo

Novos estudos sobre os motores de indução multifásicos demonstram que é possível obter
um melhor desempenho em relação aos motores trifásicos, como, por exemplo, em relação a
potência, ao torque e tolerância a falhas. Com a larga utilização de inversores CC-CA no aci-
onamento de máquinas de indução, a utilização de máquinas multifásicas em aplicações que
necessitem elevado desempenho tornou-se viável economicamente. O controle por orientação
direta do campo é uma das técnicas de controle que propiciam uma boa resposta em máquinas
de indução com resposta dinâmica comparável a das máquinas CC. Nesta técnica de controle é
necessário medir ou estimar o fluxo do rotor para desacoplar as malhas de fluxo e torque. Esta
dissertação de mestrado apresenta o projeto de um observador robusto não-linear para estimar
o fluxo do rotor em máquinas de indução pentafásicas empregando o modelo desacoplado do
primeiro e terceiro harmônicos, recentemente desenvolvido para máquinas pentafásicas, admi-
tindo variações no valor da resistência do rotor e distúrbios de carga. A sintonia dos parâmetros
do observador é feita através de um problema de otimização convexa sujeito a restrições em ter-
mos de desigualdades matriciais lineares (LMIs). O observador proposto é avaliado mediante
vários ensaios por simulação.



Abstract

New applications of multiphase induction machines have shown that is possible to improve
the overall performance with respect to standard three phase machines as, for instance, power
consumption, torque generation and fault tolerance. Nowadays, the application of multiphase
machine in high performance systems is economically viable due to the widespread use of DC-
AC power inverters for driving induction machines. The direct field oriented control is one of
the most applied control techniques for induction machines, since the overall system has a dy-
namic response similar to DC machines. However, this control technique needs the rotor flux
information to decouple the flux and torque feedback loops. This master’s thesis proposes a
method for designing a robust nonlinear flux observer for five phase machines employing de-
coupled models for the first and the third harmonics, recently developed for five phase machines,
admitting rotor resistance variation and torque load disturbances. The observer design is per-
formed by means of a convex optimization problem in terms of linear matrix inequality (LMI)
constraints. The proposed observer is evaluated by means of several simulation experiments.
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1 Introdução

A partir da década de 80, a máquina de indução tem sido largamente utilizada devido a

vários fatores, como, por exemplo, robustez, confiabilidade, versatilidade e baixo custo, mas

principalmente devido ao surgimento de novas tecnologias que facilitaram o seu acionamento e

controle.

Historicamente, as máquinas de indução mais utilizadas são as máquinas com três fases (ou

trifásicas) e que, atualmente, exercem um amplo domínio no mercado. A principal razão desta

massificação refere-se ao fato da energia elétrica ser gerada, transmitida e distribuída utilizando

três fases o qual facilita a conexão direta da máquina de indução com a rede de alimentação.

Assim por muitos anos, a pesquisa e desenvolvimento na área de máquinas elétricas visavam

melhorar a tecnologia envolvida no entorno das maquinas trifásicas. Uma destas tecnologias

levou ao surgimento de sistemas com velocidade variável, os quais são compostos basicamente

por motores de indução trifásicos alimentados por inversores CC-CA de tensão (ou corrente)

trifásicos.

Contudo, para o caso onde o motor é conectado primeiro a um conversor e após à rede de

alimentação, só o conversor precisaria ser trifásico já que ele está em contato com a alimentação.

Neste caso, o número de fases do motor pode ser diferente de três [1].

Existem aplicações onde os motores de três fases não são a melhor opção como no caso das

aplicações, onde altas quantidades de potência e/ou confiabilidade são requeridas (por exemplo,

em navios e aviões). A disseminação e os avanços tecnológicos dos conversores CC-CA para

o acionamento de motores de indução possibilitam que o número de fases não seja mais um

limitante e, conseqüentemente, aumentando a possibilidade da utilização de máquinas com mais

de três fases (ou multifásicas).

Neste contexto, os motores multifásicos apresentam algumas vantagens sob os trifásicos, as

quais são descritas abaixo:

• Tolerância a falhas [2] – o aumento do número de fases ”n” numa máquina é uma van-
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tagem importante, já que esta pode continuar funcionando sem problemas mesmo com

a queda de no máximo (n−3) fases. No caso particular da máquina pentáfásica (cinco

fases), pode-se perder até duas fases sem alterar significativamente o desempenho da

operação. Esta vantagem pode ser utilizada em aplicações que exigem alta confiabilidade

(com risco de vida).

• Menor exigência de potência nos braços (fases) do inversores – a potência total da má-

quina multifásica é dividida pelo número de fases, tal fato leva a uma menor exigência de

potência nos dispositivos eletrônicos. Desta forma é factível o uso de inversores padrões

sem ser obrigatório o emprego de ligações em serie ou paralelo (conversores de vários

níveis) [1, 3]. Logo, o sistema de acionamento pode trabalhar utilizando uma maior

quantidade de potência já que por fase as exigências são menores.

• Melhora no torque – nas máquinas multifásicas é possível incrementar o torque por meio

da injeção de harmônicos na corrente [4]. No caso das máquinas de cinco fases pode-se

aumentar o torque utilizando, além do fundamental, o terceiro harmônico, onde a com-

binação dessas teria que dar uma distribuição do campo próxima ao retangular como foi

mostrado em [5].

• Redução do torque pulsante – as máquinas multifásicas têm uma redução na amplitude e

um incremento da freqüência do torque pulsante. Segundo estudos realizados em [6, 7]

com o aumento de número de fases, também é possível diminuir a amplitude do ruído.

• Maior desempenho – principalmente devido a diminuição do torque pulsante e das perdas

no estator [8, 1]

No entanto, o uso eficiente dos motores multifásicos necessita da implementação de um sis-

temas de controle adequado. O princípio de controle por campo orientado introduzido por

Blashke, inicialmente publicado em [9] em conjunto com o seu posterior desenvolvimento, pos-

sibilitaram a transformação da complexa estrutura da máquina de indução em modelos simples,

no qual o desempenho dinâmico é comparável aos da máquina de corrente contínua.

O controle por campo orientado tem dois métodos básicos, os quais são denominados como:

controle por campo orientado indireto e controle por campo orientado direto. O primeiro utiliza

como informação para realimentação o valor do escorregamento entre o campo magnético do

estator e do rotor, o qual é obtido através das equações da maquina de indução. Já o controle

por campo orientado direto utiliza o fluxo do rotor como informação para realimentação, sendo

necessário neste caso a estimação ou medição direta do fluxo. No equacionamento da máquina



15

de indução, ambas as técnicas de controle por orientação do campo utilizam coordenadas direta

e quadratura no referencial síncrono.

No caso do controle por campo orientado indireto, o escorregamento depende da constante

de tempo rotórica do motor que é sensível às variações de temperatura e da saturação do meio

magnético [10]. Mas mesmo com esta desvantagem, este tipo de controle vem sendo preferido

devido a sua fácil implementação. O controle por campo orientado direto não apresenta esta

desvantagem mas não é muito utilizada devido à dificuldade na medição do fluxo de maneira

eficiente e com baixo custo. Este problema pode ser contornado com a utilização de estimadores

de fluxo, mas o projeto de observadores de estado não é uma tarefa simples pois o modelo da

máquina é não linear, existem variações paramétricas e perturbações de carga, que exigem, em

geral, um relativo esforço computacional. A medição direta do fluxo rotórico pode ser feita por

sensores de efeito Hall ou por meio de bobinas [11], mas estes apresentam problemas devidos

basicamente a: sensibilidade ao aquecimento e a vibração mecânica, custo elevado e aumento da

complexidade e tamanho do sistema. Em vista destes problemas, a melhor opção é a utilização

de estimadores (ou observadores de fluxo).

Os tipos de observadores mais utilizados na atualidade são os baseados no filtro de Kalman

[12] ou em observadores de Luenberger [13], sendo o uso do filtro Kalman o mais adequado em

sistemas que apresentem ruídos ou perturbações. Como a aplicação desses observadores está

restrita a sistemas lineares foram desenvolvidas versões estendidas conhecidos como observa-

dor de Luenberger estendido [14, 15] ou filtro de Kalman estendido [16, 17]. Estas versões

estendidas podem ser aplicáveis a sistemas não lineares no tempo, as quais são modelos dinâ-

micos que mais se assemelham a sistemas reais. O maior problema no uso do filtros estendidos

é seu elevado cálculo computacional, as matrizes de correção do filtro são determinadas em

tempo real, além da falta de garantia de convergência do estimador [18].

No caso específico das máquinas de indução, o modelo dinâmico da máquina apresenta

um comportamento não linear sujeito a variações paramétricas variantes no tempo como, por

exemplo, a resistência do rotor que é um parâmetro sensível à temperatura do rotor [19]. Devido

a esta complexidade, o projeto de observadores para máquinas de indução trifásicas vem sendo

estudado a vários anos o que acarretou no surgimento de uma grande diversidade de enfoques.

O método do filtro estendido de Kalman aborda este problema por meio da estimação destes

parâmetros variantes no tempo [20, 21] em tempo real, mas apresenta uma alta complexidade

matemática a qual dificulta sua implementação prática, além da inexistência de garantia de

convergência do algoritmo quando sujeitos a ruídos.

Recentemente, vários trabalhos tem utilizado programação semi-definida (semi-definite pro-
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gramming – SDP) para o projeto de controle e de observadores. Nessa metodologia, o projeto é

feito de forma off line através de um problema de otimização convexo sujeito a um conjunto de

restrições na forma de desigualdades matriciais lineares (Linear Matrix Inequalities – LMIs),

veja [22] para maiores detalhes sobre a formulação LMI. As condições LMI são obtidas dire-

tamente da formulação do problema de projeto a partir da teoria de estabilidade por Lyapunov

[23]. Entretanto, a aplicação do enfoque LMI é direcionado a sistemas lineares incertos. A

aplicação desta abordagem em sistemas não lineares exige a utilização de uma decomposição

não linear das condições de estabilidade, como em [24, 25, 26], a fim de possibilitar a utilização

da formulação LMI para trabalhar com sistemas não lineares.

Pelo enfoque LMI, a matriz de ganhos do observador é obtida mediante a solução do pro-

blema de otimização convexa sujeito a um conjunto de restrições parâmetro dependentes e que

são resolvidas numericamente em um número finito de valores do espaço de parâmetros. No

caso da máquina de indução, onde o modelo é não linear, também se encontram trabalhos rela-

cionados ao projeto de observadores por LMIs como, por exemplo, [27, 28, 29, 30]. Além das

técnicas citadas anteriormente, existem várias outras formas alternativas de projeto que também

são baseadas em resultados obtidos para sistemas lineares como, por exemplo, o projeto de ob-

servadores proposto em [31] que utiliza resultados de sistemas lineares variantes no tempo para

o projeto de observadores de sistemas não lineares.

Dentro do contexto acima, esta dissertação apresenta uma forma de projeto de observadores

de fluxo para a estimação dos fluxos do rotor de primeiro e terceiro harmônicos para máquinas

de indução pentafásicas, considerando variações na resistência do rotor e distúrbios na carga

mecânica. Basicamente, levando em consideração os distúrbios de carga, desenvolve-se um

problema de otimização convexo para o projeto das matrizes de ganho de um observador que

minimiza um limitante superior do ganho L2 do sistema em relação a entrada de distúrbios e o

erro de estimação dos fluxos do rotor admitindo toda a faixa de variação da resistência do rotor.

Este problema de otimização é descrito em termos de restrições na forma LMI obtidas a partir

da teoria de estabilidade por Lyapunov.

Para verificar o comportamento dinâmico do observador proposto, utiliza-se um sistema de

controle por orientação direta do campo (DFO) considerando a realimentação da estimativa dos

fluxos do rotor do primeiro e terceiro harmônicos. Com esta finalidade, constrói-se um sistema

completo de simulação (incluindo o acionamento, equações completas da máquina pentafásica,

observador, controle e variações paramétricas) utilizando a plataforma Matlab/Simulink®, com

a implementação do controle DFO para o primeiro e terceiro harmônicos.

O resto desta dissertação pode ser dividida nos seguintes capítulos:
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• Capítulo 2: são definidos os conceitos básicos utilizados nesta dissertação como o modelo

da máquina de indução trifásica (modelo matemático e controle DFO), estabilidade de

sistemas não lineares, ganho de sistemas, e LMI’s .

• Capitulo 3: é apresentado o projeto do observador por LMI’s para a máquina pentafá-

sica, onde inicialmente defini-se o modelo matemático a ser considerado no projeto do

observador.

• Capítulo 4: os resultados de simulação do sistema completo (controle DFO e observador

dos fluxos) são apresentados neste capítulo, onde analisa-se o comportamento dinâmico

do sistema em malha fechada.

• Capítulo 5: apresenta as conclusões e as perspectivas futuras de trabalho.
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2 Conceitos Básicos

Neste capítulo são apresentados alguns conceitos fundamentais relacionados ao modelo

matemático de máquinas de indução e à formulação matemática em termos de desigualdades

matriciais lineares. Em particular, apresenta-se o modelo matemático do motor de indução de

três fases, o qual servirá como referência para o entendimento da modelagem da máquina de

cinco fases a ser desenvolvido no próximo capítulo.

2.1 Motor de Indução Trifásico

O motor de indução (MI) é a máquina mais utilizada na indústria em virtude da sua robustez,

simplicidade e baixo custo. Um motor de indução é composto basicamente por duas partes: um

sistema estacionário denominado estator, e um sistema rotativo denominado rotor, os quais são

magneticamente acoplados. De maneira simplificada, o estator e o rotor são compostos por duas

bobinas, sendo que estas bobinas (do estator e do rotor) estão dispostas em um ângulo de 90°.

Desta maneira, as variáveis da máquina, através de uma transformação de variávies, podem

ser representadas por um sistema de coordenadas em quadratura, o que simplifica o modelo

matemático da máquina.

Em um MI, a velocidade elétrica do rotor é sempre menor do que a velocidade síncrona do

campo girante. A relação ponderada da diferença entre a velocidade do campo girante e do rotor

é denominada de escorregamento, o qual cresce conforme cresce a carga conectada ao rotor. O

escorregamento é definido como:

S :=
ωest−ωe

ωest
(2.1)

onde

ωest representa a velocidade síncrona do campo girante do estator, e

ωe representa a velocidade elétrica do rotor.

O escorregamento nominal é o escorregamento para a condição de plena carga do motor.
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Motores de pequeno porte possuem baixo escorregamento nominal, enquanto motores de grande

porte possuem o escorregamento nominal mais elevado [32]. Para motores em repouso (ωe = 0),

o escorregamento é unitário (S = 1). A medida que o motor acelera, o escorregamento diminui

até atingir valores em regime que variam de 0,01 a 0,05 dependendo do tamanho do motor e

do torque de carga aplicado ao rotos. Portanto, os MI apresentam uma elevada corrente de

partida e a sua velocidade depende da carga mecânica aplicada ao eixo do rotor. Desta forma,

torna-se necessário controlar o MI para evitar grandes modificações na velocidade de operação

do motor com a variação da carga e também para evitar elevadas correntes de partida. Com esta

finalidade, utilizam-se os conversores de tensão controlados na alimentação dos MI, uma vez

que os conversores de tensão permitem um controle de velocidade bastante preciso e com alta

eficiência através da variação da amplitude e da freqüência da tensão de alimentação.

Em resumo, o correto acionamento da máquina necessita de um sistema de controle em

malha fechada. Desta forma, torna-se necessário o desenvolvimento de um modelo matemático

com baixa complexidade, além do conhecimento dos parâmetros da máquina e das grandezas

físicas da máquina, como fluxo e torque. A seguir, apresenta-se a formulação matemática do

modelo do MI com três fases.

2.1.1 Modelo Matemático

Devido à complexidade no equacionamento do motor, utilizam-se transformações de coor-

denadas. Em geral, o motor trifásico é equacionado em coordenadas estacionarias, o que quer

dizer que o sistema de referência é o estator ou a parte fixa da máquina. Através da transfor-

mação de coordenadas do MI é possível representar a máquina trifásica como uma máquina

bifásica (além de uma fase adicional denominada de fase zero). As transformações tradicio-

nalmente usadas para realizar essa mudança de coordenadas são as transformações de Clarke e

Park, representadas respectivamente em coordenadas αβ0 e qd0 [33, 34, 35].

Transformada de Clarke e Park

A transformação de Clarke transforma um sistema não ortogonal, eqüidistantes (ABC) em

um sistema ortogonal αβ0. A estrutura trifásica e bifásica são mostradas na Figura 2.1.
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fA

fB

fC

120°
fABC fαβ0

fβ

fα

Figura 2.1: Transformação de Clarke

A transformação entre ambos sistemas é feita pela utilização da matriz de transformação de

Clarke, conforme a equação em (2.2), sendo f uma variável genérica que pode ser a corrente, a

tensão ou o fluxo nas fases ABC.
fα

fβ

f0

=
2
3


1 −1

2 −1
2

0
√

3
2 −

√
3

2
1
2

1
2

1
2




fA

fB

fC

 (2.2)

De maneira similar, a transformação de Park modifica o sistema estático ortogonal de co-

ordenadas αβ0 em um sistema girante, também ortogonal, de coordenadas qd0, cujas variáveis

tornam-se sinais contínuos em regime permanente. A equação (2.3), apresenta a seguir, repre-

senta a transformação de coordenadas trifásicas em coordenadas qd0 estacionarias.
fq

fd

f0

=
2
3


1 −1

2 −1
2

0 −
√

3
2

√
3

2
1
2

1
2

1
2




fA

fB

fC

 (2.3)

A equação (2.4), abaixo representada, mostra a transformação de um sistema de coordena-

das qd0 em um sistema αβ0 de coordenadas estacionarias.
fα

fβ

f0

=


1 0 0

0 −1 0

0 0 1




fq

fd

f0

 (2.4)

Conforme ilustrado na Figura 2.2, a diferença entre as duas formas de representação con-

siste que na representação qd0 a coordenada d está atrasada de 90° em relação a coordenada

q, enquanto que nas coordenadas αβ0 a coordenada β está adiantada de 90° em relação a

coordenada α .
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fqd fαβ
fβ

fα

fq

fd

Figura 2.2: Relação entre as transformações qd0 e αβ0.

Equações do motor

A seguir, apresenta-se o modelo matemático corrente-fluxo do MI em coordenadas estacio-

narias qd. Este equacionamento considera as seguintes simplificações:

• os enrolamentos do estator são iguais entre si nas três fases do motor;

• os enrolamentos do rotor são iguais entre si nas três fases do motor;

• o entreferro é considerado constante;

• o circuito magnético é considerado ideal, desprezando-se os efeitos de saturação;

• a distribuição da densidade de fluxo magnético no entreferro é radial e senoidal; e

• as perdas magnéticas são desprezadas.

A partir das simplificações acima, apresenta-se abaixo o modelo matemático do MI, nas

equações (2.5) e (2.6), onde utilizam-se como variáveis de estado as correntes do estator e o

fluxo do rotor. Neste modelo, as variáveis de entrada são as tensões do estator, o sinal de saída

representa o torque eletromagnético e a velocidade elétrica do rotor aparece como um parâmetro

(variante no tempo) do modelo [36].
i̇qs

i̇ds

λ̇qr

λ̇dr

 =


−a1 0 a2σr a2ωe

0 −a1 −a2ωe a2σr

σrLm 0 −σr −ωe

0 σrLm ωr −σr




iqs

ids

λqr

λdr

+


b1 0

0 b1

0 0

0 0


[

vqs

vds

]
(2.5)

τe =
3
2

np
Lm

Lr

(
iqsλdr− idsλqr

)
(2.6)
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onde:

σr =
Rr

Lr
, σ = 1−

(
L2

m
σLsLr

)
, a1 =

Rs

σLs
+

1−σ

σ
σr , a2 =

Lm

σLsLr
, b1 =

1
σLs

,

sendo que

Ls representa a indutância total do estator;

Lr representa a indutância total do rotor;

Lm representa a indutância mútua entre o estator e o rotor;

τe representa o torque electromagnético do motor de indução;

Rs representa a resistência elétrica do enrolamento do estator;

Rr representa a resistência elétrica do enrolamento do rotor;

σ representa o coeficiente de disperção;

σr representa a constante de tempo rotórica; e

np representa o número de pólos.

Em certos casos, como no trabalho [27], a velocidade angular do rotor pode aparecer como

uma variável de estado no modelo do MI, além das correntes do estator e dos fluxos do ro-

tor, ao invés de aparecer como um parâmetro do modelo. Neste caso, o modelo completo é

obtido adicionando a seguinte equação diferencial que define o regime transitório do torque

eletromagnético.

dωe

dt
=

1
J
(τe− τL−Bωe) , (2.7)

onde

τL representa o torque da carga [N.m];

J representa o momento de inércia do motor e da carga [kg.m2]; e

B representa o coeficiente de atrito viscoso [N.m.rad/seg].
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2.2 Controle por Campo Orientado Direto no MI

O controle por campo orientado direto (direct field-oriented - DFO) utiliza as coordenadas

síncronas (representação qd0), pois neste sistema de coordenadas as grandezas de natureza

senoidal do MI, são representadas por valores constantes em regime permanente. A principal

vantagem deste tipo de controle é que permite desacoplar o controle do fluxo e do torque,

obtendo-se assim um alto desempenho dinâmico, comparável ao motor de corrente continua.

No controle por campo orientado as componentes do vetor corrente de estator são orientadas

de forma que a componente de fase (componente d) seja proporcional ao fluxo rotórico e a

componente em quadratura (componente q) proporcional ao torque eletromagnético [37].

O DFO utiliza as próprias componentes do fluxo para realizar a transformação entre o sis-

tema de coordenadas síncrono e estacionário, como é mostrado na equação abaixo.[
isq

isd

]
=

1
λr

[
−λrd λrq

λrq λrd

][
īsq

īsd

]
(2.8)

onde

λr =
√

λ 2
rq +λ 2

rd (2.9)

sendo que

īsq,īsd representam as componentes síncronas da corrente do estator, e

isq,isd representam as componentes estacionárias da corrente do estator.

O controle DFO necessita informação do fluxo do rotor. Esta informação pode ser obtida

pela medição direta do fluxo do rotor, mas tal estratégia é de difícil implementação prática.

Neste caso, o fluxo do rotor é estimado através da utilização de um observador de estados que

utiliza os valores disponíveis das tensões e correntes do estator e da velocidade do rotor. En-

tretanto, o DFO não é muito utilizado porque a construção de um estimador de fluxo apresenta

geralmente um grande esforço computacional. Na figura 2.3, mostra-se o esquema do controle

DFO.
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Figura 2.3: Diagrama do controle por campo orientado direto.

A seguir, as próximas seções apresentam de forma resumida os conceitos que serão utili-

zados no desenvolvimento de uma técnica de projeto de observadores de fluxo. O observador

proposto nesta dissertação e que será apresentado no próximo capítulo apresenta várias carac-

terísticas interessantes, como a transferência do esforço computacional para uma etapa off line

na qual é determinado a matriz de ganhos do observador, robustez a variações paramétricas e

atenuação de distúrbios externos. Neste caso, a implementação do observador é simples e não

exige um elevado esforço computacional na operação online do controle DFO.

2.3 Estabilidade de Sistemas de Não Lineares

A dinâmica do MI, apresentado na Seção 2.1, é representada por um conjunto de equações

diferenciais não lineares, o que torna o problema do projeto do observador mais complexo.

Neste contexto, a estabilidade é uma característica fundamental a ser considerada no projeto do

observador e do controle DFO. No caso de sistemas lineares invariantes no tempo, o conceito

de estabilidade já é bastante conhecido e sua condição de estabilidade pode ser transcrita da

seguinte forma: o sistema é estável se os autovalores da matriz de transição de estados tem

parte real negativa. Além disso, existem métodos que permitem analisar a estabilidade do ponto

de vista entrada-saída de sistemas lineares (estabilidade BIBO), como o critério da resposta ao

impulso, o critério de Routh-Hurwitz e o critério de Nyquist.

Entretanto, no caso de sistemas não lineares os métodos e critérios são outros e em ge-

ral apresentam grande complexidade. Relembrando, em termos gerais, os sistemas físicos ou
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processos são denominados de sistemas não lineares quando os coeficientes da equação dife-

rencial que representa a dinâmica do sistema aparecem de forma não linear. Os sistemas não

lineares podem apresentar dois tipos de não linearidades: suaves (diferenciáveis) e duras (não

diferenciávies). As não linearidades suaves podem ser aproximadas por funções lineares em

uma vizinhança de qualquer ponto de operação dado [38]. Por outro lado, as não linearidades

duras são mais complexas e não podem ser diretamente linearizadas.

Diferentemente dos sistemas lineares, que apresentam um único ponto de equilíbrio, os

sistemas não lineares podem apresentar múltiplos pontos de equilíbrio que podem ser estáveis

ou instáveis, sendo que a convergência dos estados a um determinado ponto de equilíbrio estável

depende da condição inicial do sistema. Logo, a estabilidade de sistemas não lineares é uma

característica geralmente local (isto é, ela não é valida para todo o espaço de estados). Desta

forma, torna-se necessário estudar a estabilidade do sistema em diferentes pontos de equilíbrio

para um melhor entendimento do comportamento do sistema.

Certamente, a teoria de estabilidade mais utilizada na analise da estabilidade de sistemas

não lineares é a teoria de Lyapunov [23]. A teoria de Lyapunov utiliza uma função escalar dos

estados para verificar a estabilidade de um sistema e pode ser aplicada em sistemas variantes e

invariantes no tempo, lineares e não lineares e é independente da ordem do sistema. Antes de

introduzir o conceito de estabilidade por Lyapunov, apresenta-se a seguir uma breve revisão de

alguns conceitos de estabilidade de sistemas dinâmicos conforme a referência [39].

2.3.1 Conceitos de Estabilidade

A seguir, apresentam-se vários conceitos relacionados a caracterização da estabilidade de

um ponto de equilíbrio para sistemas não lineares.

Definição 2.3.1 (Ponto de equilíbrio) Um vetor xeq ∈ Rn é um ponto de equilíbrio de um

sistema dinâmico se para uma condição inicial x(0) = xeq então x(t) = xeq para qualquer t ≥ 0.

Em outras palavras, xeq é um ponto de equilíbrio do seguinte sistema:

ẋ(t) = f
(
x(t)
)

(2.10)

se a seguinte relação for satisfeita:

f (xeq) = 0 (2.11)

Através da definição acima, pode-se concluir que o ponto de equilíbrio é um ponto estacio-

nário da função f (·), e portanto a derivada de f (·) neste ponto é nula. Isto é, se o sistema iniciar



26

no estado xeq, ele permanecerá neste estado indefinidamente. Cabe ressaltar que sistemas não

lineares geralmente apresentam mais de um ponto de equilíbrio.

Tendo claro o conceito de ponto de equilibro, a seguir, apresentam-se algumas definições

de estabilidade para sistemas não lineares, as quais são ilustradas na Figura 2.4:

Definição 2.3.2 (Estabilidade de um ponto de equilíbrio) Um ponto de equilíbrio xeq é está-

vel se para qualquer R > 0, exista um r com 0 < r < R tal que para todo x(0) dentro da região

S(xeq,r) := {x : ‖x(t)− xeq‖ ≤ r}, x(t) permaneça dentro da região S(xeq,R) para todo t > 0.

Definição 2.3.3 (Estabilidade Assintótica) Um ponto de equilíbrio xeq é assintoticamente es-

tável se ele for estável e, além disso, existir um r > 0 tal que se x(0) estiver dentro da região

S(xeq,r), então o estado x(t) tenderá a xeq ao tempo tender ao infinito.

Definição 2.3.4 (Estabilidade Marginal) Um ponto de equilíbrio xeq é marginalmente estável

se ele for estável, mas não assintoticamente estável.

Definição 2.3.5 (Ponto de Equilíbrio Instável) Um ponto de equilíbrio xeq é instável se ele

não for estável. Em outras palavras, xeq é instável se para algum R > 0 e para qualquer r > 0

existir um estado inicial x(0) ∈ S(xeq,r) tal que o estado do sistema em algum momento sairá

da região S(xeq,R).

0

S(r)

1

S(R)

x(0)

2

3

0 - ponto de equilíbrio

1 - assintoticamente estável

2 - estável

3 - instável

Figura 2.4: Definições de estabilidade considerando a origem como ponto de equilíbrio.

Outro conceito mais forte do que estabilidade assintótica e bastante utilizado em sistemas

não lineares é o conceito de estabilidade exponencial como definido a seguir.
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Definição 2.3.6 (Estabilidade Exponencial) Seja ẋ = f (t,x) um sistema não linear variante

no tempo com f : R×Rn → Rn, f (t,0) = 0 para todo t ≥ 0, e tal que que f (·) satisfaça as

condições para unicidade e existência de solução em uma vizinhança S(0,r) da origem, com

r > 0. A origem é um ponto de equilíbrio localmente exponencialmente estável se existirem

constantes positivas r, a e b satisfazendo

‖x(t)‖ ≤ a‖x(0)‖e−bt , ∀ t ≥ 0 , x(0) ∈ S(0,r)

2.3.2 Estabilidade por Lyapunov

O conceito e teste de estabilidade a ser introduzido nesta seção foi proposto pelo cientista

russo Alexandr Mikhailovich Lyapunov na sua tese de doutoramento ao final do século XIX.

Existem basicamente dois métodos fundamentais para a análise da estabilidade pela teoria

de Lyapunov, os quais são denominados de métodos direto e o indireto conforme descrição a

seguir.

• Método direto – é uma generalização dos conceitos de energia em sistemas mecânicos,

o qual basicamente diz que o movimento de um sistema mecânico é estável se a energia

total decresce com o tempo.

• Método indireto – aproxima o comportamento de um sistema não linear, próximo ao

ponto de equilíbrio, pelo comportamento de um sistema linear equivalente (modelo local

linearizado). Desta forma, é possível próximo ao ponto de equilíbrio utilizar as técnicas

do controle linear na análise de estabilidade de sistemas não lineares.

O método a ser utilizado no decorrer deste trabalho é o método direto de Lyapunov, sendo

a principal motivação desta escolha a vantagem em trabalhar diretamente com sistemas não-

lineares. Outra característica importante do método direto é que ele pode ser utilizado na

determinação da estabilidade de sistemas forçados ou não-forçados, lineares ou não-lineares,

estacionários ou variantes no tempo, determinísticos ou estocásticos [40].

Assim, utilizando este método, é possível verificar a estabilidade do sistema sem a ne-

cessidade de encontrar as suas trajetórias (através da resolução das equações diferenciais que

regem o sistema). Ao invés da avaliação das trajetórias do sistema, o método baseia-se na busca

de função escalar dos estados do sistema V
(
x(t)
)
, tal que ela seja positiva em um domínio S

do espaço de estados e que sua derivada temporal seja negativa neste mesmo domínio. Desta

forma, pode-se demonstrar que a norma da trajetória dos estados tende ao ponto de equilíbrio
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ao tempo tender ao infinito caracterizando desta forma a estabilidade do ponto de equilíbrio.

Em geral, considera-se a origem do sistema como o ponto de equilíbrio em análise. Quando o

ponto de equilíbrio for diferente de zero pode ser utilizada uma translação à origem sem perda

de generalidade.

Antes de expor o teorema que formaliza o conceito de estabilidade por Lyapunov, apresenta-

se a seguir algumas definições importantes.

Definição 2.3.7 Uma função V : Rn → R é definida positiva em uma vizinhança S(0,r) da

origem com raio r se ∀ x ∈ S(0,r) a função V (x)≥ 0 e V (x) = 0 se e somente se x = 0.

Definição 2.3.8 Uma função V : Rn→R é semi-definida positiva em uma vizinhança S(0,r) da

origem com raio r se ∀ x ∈ S(0,r) a função V (x)≥ 0, mas V (x) = 0 não implica que x = 0.

Definição 2.3.9 Uma função V : Rn→ R é globalmente positiva se ela é definida positiva em

S(0,r) com r→ ∞.

Definição 2.3.10 Uma função V : Rn → R é definida negativa em uma vizinhança S(0,r) da

origem com raio r se −V é definida positiva.

Com as definições, o método direto de Lyapunov para a análise de estabilidade de sistemas

não lineares invariantes e variantes no tempo é respectivamente apresentado nos Teoremas 2.3.1

e .

Teorema 2.3.1 Seja ẋ = f (x) um sistema não linear com f : Rn→ Rn, f (0) = 0 e tal que que

f (·) satisfaça as condições para unicidade e existência de solução em uma vizinhança S(0,r)

da origem, com r > 0. Se existir uma função escalar V (x) com primeira derivada continua tal

que

1. V (x) é definida positiva em S(0,r), e

2. V̇ (x) = dV (x)/dt é semi-definida negativa em S(0,r).

Então, o sistema ẋ = f (x) é localmente estável em uma vizinhança S(0,r) e V (x) é uma função

de Lyapunov. Além disso, se V̇ (x) é definida negativa para todo x ∈ S(0,r), então x = 0 é um

ponto de equilíbrio assintoticamente localmente estável.
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Uma conclusão direta do teorema acima é que se existe para o sistema ẋ = f (x) uma função

V (x) definida positiva cuja derivada V̇ (x) é definida positiva em uma vizinhança S(0,r), então

x = 0 é um ponto de equilíbrio instável.

Teorema 2.3.2 Seja ẋ = f (t,x) um sistema não linear variante no tempo com f : R×Rn →
Rn, f (t,0) = 0 para todo t ≥ 0, e tal que que f (·) satisfaça as condições para unicidade e

existência de solução em uma vizinhança S(0,r) da origem, com r > 0. Se existir uma função

escalar V (t,x) contínua e com primeira derivada continua em relação ao segundo argumento

e V (t,0) = 0, tal que existam escalares positivos ε1,ε2 e ε3 satisfazendo as seguintes condições

para qualquer t ≥ 0 e todo x ∈ S(0,r)

1. ε1x′x≤V (t,x)≤ ε2x′x e

2. V̇ (t,x)≤−ε3x′x′.

Então, a origem do sistema é localmente exponencialmente estável.

A maior dificuldade na utilização da teoria de Lyapunov na análise de estabilidade esta

relacionada a dificuldade em encontrar uma função de Lyapunov adequada para demonstrar a

estabilidade (ou instabilidade) de um sistema dinâmico.

No caso particular de sistemas lineares invariantes no tempo, a função de Lyapunov qua-

drática

V (x) = x′Px , P = P′ , P ∈ Rn×n (2.12)

leva a uma condição necessária e suficiente para demonstrar a estabilidade do sistema. Em

outras palavras, existe uma matriz simétrica P definida positiva1 que satisfaz as condições do

Teorema 2.3.1. Neste caso, pode-se determinar a matriz P através da solução da equação de

Lyapunov ou através de um problema de programação semi-definida (SDP do inglês Semi-

Definite Programming) com restrições na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs).

Por exemplo, para um sistema linear invariante no tempo

ẋ(t) = Ax(t) (2.13)

onde A é uma matriz constante. O sistema acima é assintoticamente estável se existir uma
1Uma matriz simétrica P é definida positiva se todos os seus autovalores são positivos. Neste caso, a função

quadrática V (x) em (2.12) é definida positiva.
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matriz P > 0 tal que
V̇ (x) = ẋ′Px+ x′Pẋ

= (Ax)′Px+ x′PAx

= x′(A′P+PA)x < 0

A forma quadrática acima é definida negativa se a matriz

A′P+PA < 0

Em resumo, o sistema (2.13) é assintoticamente estável se e somente se

∃ P > 0 : A′P+PA < 0 (2.14)

O problema acima é conhecido como SDP, onde as restrições estão na forma LMI. Atual-

mente, existem pacotes computacionais baseados na plataforma Matlab que resolvem numeri-

camente o problema definido em (2.14) de maneira eficiente, como, por exemplo, o SeDuMi

[41] e SDPT3 [42]. A seguir, a Seção 2.5 define de maneira formal as restrições na forma LMI.

No caso de sistemas lineares incertos (invariantes e variantes no tempo) e também não-

lineares, a função quadrática pode levar a resultados conservadores [24], pois a condição de

estabilidade não é necessária e suficiente. Por este motivo, existem vários trabalhos dedicados

a resolução de problemas envolvendo sistemas incertos e não lineares utilizando a formulação

LMI que utilizam funções de Lyapunov mais complexas [43, 26, 44]. Entretanto, a função

quadrática é bastante empregada para estes sistemas devido a menor complexidade na busca de

uma solução [45].

2.4 Perturbações

Os sistemas dinâmicos estão submetidos a perturbações externas que podem instabilizar um

sistema de controle não linear ou ocasionar respostas não desejadas. Visto que o desempenho

de um sistema é afetado negativamente pela presença de distúrbios externos (ou perturbações),

existem técnicas que analisam seus efeitos pela estimativa do nível de atenuação das pertur-

bações. Estas técnicas se baseiam na minimização de um operador, definido no domino da

freqüência (por exemplo, no caso linear, a função de transferência) ou no domínio do tempo,

entre o sinal de perturbação (representado pela variável w) e a saída de desempenho do sistema

(representado pela variável z).

Para um melhor entendimento do problema de atenuação de perturbações, apresenta-se na

Figura 2.5 o diagrama de blocos de um sistema de controle sujeito a perturbações. Nesta figura
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pode ser visto o sinal de controle u, o sinal de medida y, a variável de saída de desempenho z,

a entrada externa de perturbação w, o sistema dinâmico representado pelo operador G e a lei de

controle K [46]. Neste caso, o projeto da lei de controle visa determinar o controlador K tal que

o ganho do sistema entre w e z seja minimizado (ou, em outras palavras, atenuado).

G

K

u
y

z
w

Figura 2.5: Sistema de controle considerando perturbações externas.

Para dimensionar o operador entre w e z geralmente utiliza-se o conceito de norma de

sistemas, a qual mede utilizando alguma métrica a influência do sinal w na saída z. As normas

de sistema mais utilizadas são a norma H2 e a norma H∞. A norma H2 esta relacionada a

sinais de natureza impulsiva e a norma H∞ esta relacionada a sinais com energia finita [47].

Utilizando a definição destas normas no domínio tempo, pode-se com o auxílio da teoria de

Lyapunov determinar um limitante superior destas normas. Este problema pode ser formulado

através de um problema de otimização convexa sujeito a restrições na forma LMI. Nesta dis-

sertação, apresentar-se-á um problema de otimização visando atenuar a norma H∞ do sistema

erro entre a entrada de perturbação (distúrbios externos) e o erro de estimação entre a saída

real do sistema e a saída do observador considerando a presença de incertezas do modelo da

máquina pentafásica. Os resultados apresentados nesta dissertação baseiam-se nos resultados

preliminares apresentados em [48, 49] para máquinas trifásicas.

Norma H∞ de sistemas

Considerando um sistema linear invariante no tempo definido por:

ẋ(t) = Ax(t)+Bww(t)

z(t) = Czx(t)+Dwzw(t)
(2.15)

com a função de transferência:

Hwz(s) =Cz (sI−A)−1 Bw +Dwz , (2.16)
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a norma H∞ do sistema acima é definida como

‖Hwz‖∞ = max
w∈(0,∞)

‖Hwz( jω)‖= Mr , (2.17)

a qual define a norma H∞ como o maior ganho da resposta em freqüência do sistema (2.15).

No caso de sistemas com uma entrada e uma saída, a constante Mr representa o ponto máximo

da magnitude no diagrama de bode.

Utilizando o teorema de Parseval podemos alternativamente definir a norma H∞ no domínio

tempo. Isto é, como o ganho entre as energias dos sinais de entrada e saída. Considere as

seguintes definições de normas de sinais:

‖z(t)‖2
2 =

1
π

ˆ
∞

0
Z( jω)∗Z( jω)dω

‖w(t)‖2
2 =

1
π

ˆ
∞

0
W ( jω)∗W ( jω)dω

onde Z( jω) e W ( jω) são as transformadas de Fourier de z(t) e w(t), respectivamente.

Considerando que Z( jω) = Hwz( jω)W ( jω) e substituindo na equação anterior, obtém-se

‖z(t)‖2
2 =

1
π

ˆ
∞

0
W ( jω)∗Hwz( jω)∗Hwz( jω)W ( jω)dω

≤ ‖Hwz‖2
∞

π

ˆ
∞

0
W ( jω)∗W ( jω)dω

portanto a norma H∞ satisfaz

‖z(t)‖2 ≤ ‖Hwz‖∞‖w(t)‖2 .

A partir da equação acima pode-se definir a norma H∞ no domínio do tempo da seguinte forma:

‖Hwz‖∞ = sup
w6=0

‖z(t)‖2

‖w(t)‖2
(2.18)

Apesar da norma H∞ ser definida no domínio da freqüência como uma norma da matriz função

de transferência Hwz(s), quando transformada para o domínio do tempo torna-se a norma L2

induzida.

Devido a forma da definição da norma H∞ no domínio tempo em (2.18), em geral, determina-

se um limitante superior da norma dado pela constante γ ao invés do seu valor exato, isto é:

‖Hwz‖∞ ≤ γ (2.19)
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Considerando a equação (2.18), a relação acima é equivalente a:

‖z(t)‖2 ≤ γ ‖w(t)‖2 , ∀ w 6= 0 (2.20)

A determinação do menor limitante superior γ da norma H∞ (isto é, o valor de γ se apro-

xima do valor exato da norma) pode ser formulado utilizando o ferramental LMI. A seguir,

apresenta-se uma solução na forma LMI para o problema de minimização do limitante superior

γ [48].

Determinação Numérica da Norma H∞

A determinação numérica da norma H∞ de sistemas (tanto lineares variantes no tempo

quanto não lineares) pode ser feita a partir da condição de estabilidade por Lyapunov. Com

este objetivo, considere uma função de Lyapunov V (x), por exemplo, uma função quadrática

V (x) = x′Px, e suponha que as condições iniciais do sistema sejam nulas. O limitante da norma

H∞ pode ser determinada através do seguinte problema de otimização:

min
γ,V (x)

γ : V (x)> 0 , V̇ (x)+ z′z− γ
2w′w < 0 , (2.21)

ou de forma equivalente por:

min
γ,V (x)

γ : V (x)> 0 , V̇ (x)+
1
γ

z′z− γw′w < 0 (2.22)

Integrando a condição mais a direita em (2.21) ou (2.22) de 0 a ∞, obtém-se

V (∞)−V (0)+‖z‖2
2 < γ

2 ‖w‖2
2

Por suposição V (0) = 0, logo a condição acima implica em (2.20) pois V (∞)> 0.

2.5 Desigualdades Matriciais Lineares

As desigualdades matriciais lineares (LMIs) são encontradas em problemas de controle

desde o surgimento da teoria de Lyapunov em 1890. Entretanto, esta formulação não era utili-

zada devido a dificuldade na obtenção de uma solução analítica. A partir do aparecimento dos

primeiros algoritmos de pontos interiores [22] no final dos anos 80, a formulação LMI começou

a ser utilizada largamente na solução dos mais diversos problemas da teoria de controle envol-

vendo sistemas lineares. Com avanço tanto em termos computacionais quanto de eficiência e

rapidez dos algoritmos de solução de LMIs (ou Solvers), a formulação LMI começou a ser utili-
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zada na análise de estabilidade e desempenho, e síntese de controladores para sistemas incertos

e não lineares. A seguir, apresenta-se a definição formal de um problema LMI.

Definição 2.5.1 Uma restrição na forma LMI tem a seguinte forma [22]:

F(ξ ) = F0 +
m

∑
i=1

ξiFi = F0 +ξ1F1 + . . .+ξmFm > 0 (2.23)

onde ξ1, . . . ,ξm são as variáveis de decisão e F0,F1, . . . ,Fm ∈ Rn×n são matrizes simétricas co-

nhecidas.

A formulação é hoje em dia largamente utilizada devido principalmente as seguintes pro-

priedades:

• Uma restrição LMI F(ξ )> 0 é equivalente a um conjunto de n desigualdades polinomiais

em ξ . Assim múltiplas LMI’s na forma F1(ξ ) > 0, . . . ,Fn(ξ ) > 0, podem ser expressas

como uma única LMI através da seguinte representação:

F(ξ ) =


F1(ξ ) 0

. . .

0 Fn(ξ )

> 0

• Uma LMI como apresentado em (2.23) define uma restrição convexa, isto é, o conjunto

solução desta LMI dado por

S := {ξ : F(ξ )> 0}

é um conjunto convexo. Portanto, LMIs afins em um parâmetro δ ∈ ∆, onde ∆ é um

politopo, podem ser resolvidas para os valores de δ nos vértices de ∆. Caso exista uma

solução factível, pela propriedade de convexidade, as LMIs também estarão satisfeitas

para todo δ ∈ ∆.

• As restrições combinadas na forma F(ξ )> 0 para todo ξ ∈M , onde M é um conjunto

afim em Rm, podem ser resumidas na forma de uma única LMI na forma F̃(ξ̃ )> 0, onde

a dimensão m̃ de ξ̃ deve ser menor ou igual a dimensão m de ξ .

Normalmente, os problemas na teoria de controle não aparecem na forma definida em

(2.23). Por exemplo, considere o problema apresentado em (2.14) e suponha que A ∈ R2×2.

Neste caso, a variável de decisão é a matriz P = P′, onde:

P =

[
ξ1 ξ2

ξ2 ξ3

]
.
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Logo, a condição P > 0 é na formulação (2.23) representada da seguinte maneira:[
0 0

0 0

]
+ξ1

[
1 0

0 0

]
+ξ2

[
0 1

1 0

]
+ξ3

[
0 0

0 1

]
> 0

sendo ξ1, ξ2 e ξ3 as variáveis de decisão.

Para evitar a necessidade de reescrever o problema original na forma (2.23) existem pa-

cotes computacionais que fazem a translação do problema original para a formulação (2.23)

como, por exemplo, o pacote YALMIP [50]. Portanto, sem perda de generalidade, os resultados

introduzidos nesta dissertação são apresentados na sua formulação original.

A aplicação da formulação LMI para sistemas não lineares utilizam várias propriedades da

formulação LMI além de alguns resultados da algebra matricial, os quais são apresentados a

seguir.

Lema 2.5.1 (Complemento de Schur [46]) As desigualdades matriciais em (2.24) e (2.25),

abaixo definidas, são equivalentes:

P(x)> 0 , Q(x)−B(x)P(x)−1 B(x)′ > 0 (2.24)[
Q(x) B(x)

B(x)′ P(x)

]
> 0 (2.25)

onde as matrizes P(x) = P(x)′ ,Q(x) = Q(x)′ ,B(x) são funções afins em x.

Lema 2.5.2 (Lema de Finsler [22]) Dado as matrizes M ∈ Rn×n e N ∈ Rm×n, então, a condi-

ção

x′Mx > 0 , ∀ x : Nx = 0

é satisfeita se e somente se existir uma matriz L ∈ Rn×m tal que

M+LN +N′L′ > 0 .

Para exemplificar a larga utilização da formulação LMI em problemas de controle, consi-

dere o problema de análise de estabilidade de um sistema linear em (2.14). Este problema pode

ser escrito na seguinte forma LMI: [
−P 0

0 A′P+PA

]
< 0 (2.26)

Agora considere o problema da determinação da norma H∞ com a formulação apresentada

em (2.22) e o sistema definido em (2.15). O problema de otimização apresenta a seguinte
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formulação LMI:

min
γ,P

γ :


−P 0 0 0

0 A′P+PA PB C′z
0 B′wP −γInw D′wz

0 Cz Dwz −γInz

< 0 (2.27)
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3 Projeto do Observador

Antes de introduzir a técnica de projeto do observador de fluxo para máquinas pentafásicas,

apresenta-se neste capítulo o modelo completo desta máquina incluindo a derivação do modelo

qd. Finalizando o capítulo, ilustra-se a técnica proposta através de um exemplo numérico con-

siderando os dados de um protótipo de laboratório disponível na Faculdade de Engenharia da

PUCRS.

3.1 Modelo do Motor de Indução Pentafásico

O modelo matemático do motor pentafásico (MP) proposto em [51, 52] considera o efeito

do primeiro e do terceiro harmônico no campo do entreferro. Este modelo foi baseado nos

parâmetros de um protótipo de uma máquina de indução pentafásica desenvolvido na PUCRS,

o qual foi validado experimentalmente em laboratório.

Para simplificar o equacionamento foram utilizadas transformações de coordenadas que

levam a um desacoplamento de modelos em termos dos harmônicos. Em outras palavras, o

modelo do MP pode ser representado de forma semelhante a duas máquinas trifásicas, sendo

a primeira referente ao harmônico fundamental e a segunda referente ao modelo do terceiro

harmônico. A seguir nesta seção, apresenta-se o procedimento desta simplificação considerando

no inicio o modelo completo em coordenadas estacionarias para posteriormente descrever o

procedimento da transformação para componentes simétricas qd.

As equações que descrevem o comportamento da parte elétrica para o estator e o rotor são

dadas pelas equações (3.1) e (3.2), respectivamente. Além disso a equação da parte mecânica

que descreve o torque eletromagnético é apresentada na equação (3.3):

[v]s = [R]s · [i]s +[L]ss · d [i]
s

dt
+

d {[L]sr · [i]r}
dt

(3.1)

[0] = [R]r · [i]r +[L]rr · d [i]
r

dt
+

d {[L]rs · [i]s}
dt

(3.2)
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τe =
np

2
·
[
[i]sT | [i]rT

]∗
· d

dφ

[
[L]ss [L]sr

[L]rs [L]rr

]
·

[
[i]s

[i]r

]
(3.3)

onde

[v]s =
[

vs
1 vs

2 vs
3 vs

4 vs
5

]T
, é o vetor de tensões do estator;

[i]s =
[

is1 is2 is3 is4 is5

]T
, é o vetor de correntes do estator;

[i]r =
[

ir1 ir2 ir3 · · · ir15

]T
, é o vetor de correntes do rotor;

[R]s é uma matriz diagonal contendo as resistências próprias do estator;

[R]r é a matriz de resistências do rotor;

[L]ss é a matriz de indutância próprias do estator;

[L]rr é a matriz de indutância próprias do rotor;

[L]sr e [L]rs são as matrizes de indutâncias mútuas do estator e do rotor.

A forma das matrizes das resistências e indutâncias [R]s, [R]r, [L]ss, [L]rr, [L]sr e [L]rs são dadas

na referência [53].

As equações do MP apresentadas nas equações (3.1), (3.2) e (3.3) estão descritas nos eixos

de referência naturais do estator e do rotor. Estas equações além de serem complexas pelo ele-

vado número de fases do MP, são equações diferenciais fortemente acopladas e com coeficientes

variáveis no tempo, o que eleva ainda mais a sua complexidade.

Com o intuito de simplificar o sistema de equações e de obter um sistema que permita deter-

minar a influência de cada harmônico por separado, utiliza-se a transformação de coordenadas

descrita em [54] obtendo-se um novo conjunto de variáveis de tensões e correntes denominadas

de componentes simétricas de valor instantâneo. Destaca-se que por meio destas transfor-

mações será viável a representação matemática do MP através de dois modelos bifásicos (em

coordenadas qd) de maneira similar ao equacionamento de um motor trifásico introduzido na

seção 2.1.1.

Componentes Simétricas de Valor Instantâneo

As equações relacionadas ao estator do MP são modificadas utilizando a seguinte matriz de
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transformação complexa:

[P] =
1√
5



1 1 1 1 1

1 a−1 a−2 a−3 a−4

1 a−2 a−4 a−6 a−8

1 a−3 a−6 a−9 a−12

1 a−4 a−8 a−12 a−16


(3.4)

sendo a constante complexa a definida como

a = e j 2π

ms = e j 2π

5 (3.5)

onde ms é o numero de fases do estator.

No caso do rotor será considerado que este possui um total de 15 fases, sendo sua matriz de

transformação complexa dada pela seguinte equação:

[Q] =
1√
15



1 1 1 1 · · · 1

1 b−1 b−2 b−3 · · · b−14

1 b−2 b−4 b−6 · · · b−28

1 b−3 b−6 b−9 · · · b−42

...
...

...
... . . . ...

1 b−14 b−28 b−42 · · · b−225


(3.6)

sendo a constante complexa b definida como

b = e j 2π

mr = e j 2π

15 (3.7)

onde mr é o numero de fases do rotor.

Mediante as matrizes de transformação definidas em (3.4) e (3.6), realiza-se a transforma-

ção em componentes simétricas nas equações do estator e o rotor segundo:

[ṽ]s = [P]−1 · [v]s (3.8)[
ĩ
]s

= [P]−1 · [i]s (3.9)[
ĩ
]r

= [Q]−1 · [i]r (3.10)

onde

[ṽ]s=
[

ṽs
0 ṽs

1 ṽs
2 ṽs

3 ṽs
4

]T
é vetor das componentes simétricas das tensões do estator;
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[
ĩ
]s
=
[

ĩs0 ĩs1 ĩs2 ĩs3 ĩs4

]T
é vetor das componentes simétricas das correntes do estator;[

ĩ
]r
=
[

ĩr0 ĩr1 ĩr2 · · · ĩr14

]T
é vetor das componentes simétricas das correntes do rotor.

Substituindo as equações (3.8 - 3.10) nas equações do MP descritas nas equações (3.1 - 3.3)

são obtidas as seguintes transformadas simétricas para o MP:

[ṽ]s =
[
R̃
]s
·
[
ĩ
]s
+
[
L̃
]ss
·

d
[
ĩ
]s

dt
+

d
{[

L̃
]sr
·
[
ĩ
]r}

dt
(3.11)

[0] =
[
R̃
]r
·
[
ĩ
]r
+
[
L̃
]rr
·

d
[
ĩ
]r

dt
+

d
{[

L̃
]rs
·
[
ĩ
]s}

dt
(3.12)

τe =
np

2
·
[
ĩ
]rT∗
·

d
[
L̃
]rs

dφ
·
[
ĩ
]s
+

np

2
·
[
ĩ
]sT∗
·

d
[
L̃
]sr

dφ
·
[
ĩ
]r

(3.13)

onde

[
R̃
]s
= [P]−1· [R]s· [P] é a matriz transformada de resistências próprias do estator;[

L̃
]ss
= [P]−1·[L]ss· [P] é a matriz transformada de indutâncias próprias do estator;[

R̃
]r
= [Q]−1·[R]r· [Q] é a matriz transformada de resistências próprias do rotor;[

L̃
]rr

= [Q]−1·[L]rr· [Q] é a matriz transformada de indutâncias próprias do rotor;[
L̃
]sr

= [P]−1· [L]sr· [Q] é a matriz transformada de indutância mútua entre o estator e o rotor;[
L̃
]rs
= [Q]−1· [L]rs· [P]=

{[
L̃
]sr}T∗

.

As matrizes transformadas de resistências e indutâncias
[
R̃
]s

,
[
R̃
]r

,
[
L̃
]ss

,
[
L̃
]sr

,
[
L̃
]rs

e[
L̃
]rr

são definidas na referencia [55], onde se salienta para este trabalho a obtenção do equaci-
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onamento da matriz
[
R̃
]r

a que foi diagonalizada a partir de [R]r e tem a seguinte forma:

[
R̃
]r

=



R̃r
0 0 0 0 · · · 0 0 0

0 R̃r
1 0 0 · · · 0 0 0

0 0 R̃r
2 0 · · · 0 0 0

0 0 0 R̃r
3 · · · 0 0 0

...
...

...
... . . . 0 0 0

0 0 0 0 0 R̃r
3 0 0

0 0 0 0 0 0 R̃r
2 0

0 0 0 0 0 0 0 R̃r
1


(3.14)

sendo as resistências de seqüência dada pela expressão:

R̃r
n = 2 ·Rr

a +4 ·Rr
b · sen2 (n · ε

2

)
, n = 0,1,2, . . . ,7 (3.15)

onde

Rr
a é a resistência do anel do rotor;

Rr
b é a resistência da barra do rotor; e

ε = 2·π
15 rad é o ângulo de defasagem entre as fases do rotor.

Com base nas equações simétricas do estator e do rotor (3.11) e (3.12) serão reescritas

apenas as componentes simétricas de valor instantâneo do harmônico fundamental e do terceiro

harmônico. Para o caso do harmônico fundamental, considera-se a concatenação apenas com a

primeira componente simétrica do estator e do rotor levando às seguintes equações:

ṽs
1 = R̃s · ĩs1 + L̃s

1 ·
dĩs1
dt

+M1 ·
d
dt

{
e j·φ · ĩr1

}
(3.16)

0 = R̃r
1 · ĩrs + L̃r

1
dĩr1
dt

+M1 ·
d
dt

{
e− j·φ · ĩs1

}
(3.17)

M1 =

√
75
2

L̂rs
1 (3.18)

e para o caso do terceiro harmônico se obtém equações semelhantes ao harmônico fundamental

as quais são dadas por:

ṽs
3 = R̃s · ĩs3 + L̃s

3 ·
dĩs3
dt

+M3 ·
d
dt

{
e j·3·φ · ĩr3

}
(3.19)

0 = R̃r
3 · ĩrs + L̃r

3
dĩr3
dt

+M3 ·
d
dt

{
e− j·3·φ · ĩs3

}
(3.20)
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M3 =

√
75
2

L̂rs
3 (3.21)

onde φ é o ângulo de deslocamento entre o estator e o eixo do rotor e os parâmetros R̃s, L̃s
1,

L̃s
3, L̃r

1, L̃r
3, L̂rs

1 e L̂rs
3 são componentes das matrizes de transformação descritos nas equações

(3.11-3.13). O leitor pode obter a formulação detalhada destas matrizes na referência [55].

Cabe salientar que o terceiro harmônico não exerce influência nas equações para o funda-

mental, sendo assim a equação completamente independente. Isto faz com que as equações da

componente fundamental sejam semelhantes às equações do motor de indução trifásico des-

crito no capitulo anterior. Assim, pode-se utilizar os mesmos circuitos equivalentes da máquina

trifásica, bem como os mesmos modelos de simulação e estratégias de controle.

Transformação em Coordenadas qd

Com o objetivo de representar o MP através de um modelo bifásico, apresentam-se as equa-

ções do motor em coordenadas qd. Desta forma, é possível obter uma representação equivalente

bifásica para cada harmônico.

A representação nos eixos qd para o harmônico fundamental das equações do estator e do

rotor são:

[ṽ1]
s
qd = R̃s ·

[
ĩ1
]s

qd
+ L̃s

1 ·
d
dt

[
ĩ1
]s

qd
+M1 ·

d
dt

[
ĩ1
]rs

qd
(3.22)

0 = R̃r
1 ·
[
ĩ1
]rs

qd
+ L̃r

1 ·
d
dt

[
ĩ1
]rs

qd +M1 ·
d
dt

[
ĩ1
]s

dq
+ωe ·

[
Ψ̃1

]rs

qd
(3.23)

sendo que

[ṽ1]
s
qd =

[
ṽsq

1

ṽsd
1

]
,
[
ĩ1
]s

qd =

[
ĩsq
1

ĩsd
1

]
,
[
ĩ1
]rs

qd =

[
ĩrq1
ĩrd1

]
,
[
Ψ̃1
]rs

qd =

[
Ψ̃

rq
1

−Ψ̃rd
1

]

onde

ṽsq
1 , ṽsd

1 são as componentes qd da componente simétrica da tensão do estator;

ĩsq
1 , ĩsd

1 são as componentes qd da componente simétrica da corrente do estator;

ĩrq
1 , ĩrd

1 são as componentes qd da componente simétrica da corrente do rotor; e

Ψ̃
rq
1 , Ψ̃rd

1 são as componentes qd da componente simétrica do fluxo do rotor.

Para o terceiro harmônico o equacionamento do estator e do rotor em coordenadas qd são:

[ṽ3]
s
qd = R̃s ·

[
ĩ3
]s

qd
+ L̃s

3 ·
d
dt

[
ĩ3
]s

qd
+M3 ·

d
dt

[
ĩ3
]rs

qd
(3.24)
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0 = R̃r
3 ·
[
ĩ3
]rs

qd
+ L̃r

3 ·
d
dt

[
ĩ3
]rs

qd +M3 ·
d
dt

[
ĩ3
]s

dq
+3 ·ωe ·

[
Ψ̃3

]rs

qd
(3.25)

sendo que

[ṽ3]
s
qd =

[
ṽsq

3

ṽsd
3

]
,
[
ĩ3
]s

qd =

[
ĩsq
3

ĩsd
3

]
,
[
ĩ3
]rs

qd =

[
ĩrq3
ĩrd3

]
,
[
Ψ̃3
]rs

qd =

[
Ψ̃

rq
3

−Ψ̃rd
3

]

onde

ṽsq
3 , ṽsd

3 são as componentes qd da componente simétrica da tensão do estator;

ĩsq
3 , ĩsd

3 são as componentes qd da componente simétrica da corrente do estator;

ĩrq
3 , ĩrd

3 são as componentes qd da componente simétrica da corrente do rotor; e

Ψ̃
rq
3 , Ψ̃rd

3 são as componentes qd da componente simétrica do fluxo do rotor.

A equação do torque eletromagnético do MP pode ser reescrita em termos das componentes

qd como segue:

τe = 2 ·np ·M1 ·
[
ĩsq
1 · ĩ

rd
1 − ĩsd

1 · ĩ
rq
1

]
+6 ·np ·M3 ·

[
ĩsq
3 · ĩ

rd
3 − ĩsd

3 · ĩ
rq
3

]
(3.26)

As seguintes equações descrevem o comportamento dinâmico da parte mecânica do MP:

− dφ

dt
= ωe = np ·ωm (3.27)

τe− τL =
1
np
·
(

J · d
2φ

dt2 +B · dφ

dt

)
(3.28)

sendo que

J é o momento de inércia do motor e da carga
[
kg.m2];

B é o coeficiente de atrito viscoso [N.m.rad/seg];

ωm é a velocidade angular mecânica do rotor; e

τL o conjugado da carga.

Salienta-se que o MP pode ser representado como uma máquina bifásica para cada harmô-

nico. Assim, o MP é representado por dois modelos matemáticos semelhantes ao motor trifá-

sico, sendo um modelo para o harmônico fundamental e outro para o terceiro.

Na equação (3.29), formula-se uma generalização das equações (3.22-3.25) em uma repre-

sentação de espaço de estados para as componentes harmônicas de ordem n, onde n = 1 é dado
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para a harmônica fundamental e n = 3 é dado para o terceiro harmônico. Sendo xn (t) o vetor

de estados, un (t) o vetor de entradas e yn (t) o vetor de saídas:{
ẋn (t) = An (ωe)xn (t)+Bnun (t)

yn (t) =Cynxn (t)
(3.29)

onde

xn=


x1

x2

x3

x4


n

=


ĩsq

ĩsd

Ψ̃rq

Ψ̃rd


n

; un (t)=

[
ṽsq

ṽsd

]
n

; yn =

[
ĩsq

ĩsd

]

sendo as matrizes An (ωe), Bn, Cyn definidas como:

An (ωe)=


a1n 0 a2n a3nnωe

0 a1n −a3nnωe a2n

a4n 0 a5n −nωe

0 a4n nωe a5n

 (3.30)

Bn=


b1n 0

0 b1n

0 0

0 0

 , Cyn=


1 0

0 1

0 0

0 0


T

(3.31)

onde

a1n =−
(

R̃s(L̃r
n)

2
+M2

n R̃r
n

KnL̃r
n

)
, a2n =

MnR̃r
n

KnL̃r
n

, a3n =
Mn
Kn

, a4n =
MnR̃r

n
L̃r

n
,

a5n =− R̃r
n

L̃r
n
, b1n =

L̃r
n

Kn
, Kn = L̃s

nL̃r
n−M2

n

A equação apresentada em (3.29) é uma representação do MP em uma máquina bifásica

para cada harmônico, sendo cada uma de estas similar à máquina trifásica. Para o melhor

entendimento deste conceito, apresentam-se as Figuras 3.1 e 3.2, onde as variáveis de entrada e

saída da máquina trifásica são mostradas na Figura 3.1. Na Figura 3.2, observa-se que mediante

as transformação de coordenas simétricas qd, o modelo do MP pode ser desacoplado em dois

modelos similares ao modelo do motor trifásico, um para o harmônico fundamental e outro para

o terceiro harmônico. Nota-se também que ωe é a única variável de acoplamento entre os dois

modelos.
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Modelo do

Motor 3ϕ
ωe

Figura 3.1: Digrama entrada-saída do motor trifásico.

Modelo no

 1
o
 Harmônico

Modelo no

 3
o
 Harmônico

                  ωe

Transformação 

de Coordenadas

Figura 3.2: Modelo desacoplado do motor pentafásico.

3.2 Projeto do Observador

Nesta seção, aborda-se o problema de projeto do observador de fluxos do rotor. Com este

objetivo, utiliza-se o modelo do MP desacoplado o qual é constituído por dois modelos (um para

a componente fundamental e outro para o terceiro harmônico), como descrito na seção anterior.

Além disso, é suposto que a velocidade mecânica do rotor ωm é medida online de maneira que

considerar-se-á que o valor do parâmetro ωe, através da expressão em (3.27), é disponível online

para o dois observadores. Portanto, ωe atuará como uma variável de escalonamento1 para os

dois observadores.

Salienta-se também que o observador a ser projetado deverá ser tolerante a perturbações ex-

ternas, em particular, por meio da minimização da norma H∞, e robusto em relação a variações

paramétricas dos modelos desacoplados do MP. Os parâmetros do observador serão determina-

dos através de um problema de otimização convexo descrito em termos de LMIs empregando a

teoria de Lyapunov.

1Ver maiores detalhes sobre ganho escalonado (gain-scheduling) em [56].
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Um Representação Particular do MP

Considerando o modelo da máquina apresentada na equação (3.29), e acrescentando os

estados a serem estimados representado pelo zn (t), a seguir é definido o modelo completo, para

os componentes harmônicos n = 1 e n = 3:


ẋn (t) = An (ωe)xn (t)+Bnun (t)

yn (t) =Cynxn (t)

zn (t) =Cznxn (t)

(3.32)

sendo

Czn=

[
0 0 1 0

0 0 0 1

]
(3.33)

Observe que o modelo (3.32) é parametrizado em relação à velocidade elétrica, ωe, do

motor. Supondo que a velocidade é medida online e possui valores máximos e mínimos conhe-

cidos, este modelo pode ser visto como um sistema linear a parâmetros variantes, ou LPV do

inglês linear parameter varying [56], onde ωe é a variável de escalonamento. Além disso,

freqüentemente, a resistência do rotor é modelada como um parâmetro incerto variante no

tempo, com valores máximos e mínimos conhecidos, visando considerar no modelo da má-

quina as variações provocadas pelo aquecimento do rotor e em alguns casos ao incremento da

velocidade do rotor como diz a referencia [19].

Neste trabalho, assume-se que a velocidade elétrica satisfaz a seguinte relação:

ωe ∈W := {ωe : |ωe| ≤ ω̄} (3.34)

onde

W representa o conjunto de valores admissíveis de ωe; e

ω̄ é o valor máximo da velocidade elétrica do rotor.

Também considera-se que a resistência Rr é uma função do tempo composta pela resistência do

anel e pela resistência da barra, isto é:

Rr = 2(Rar +Rbr) , (3.35)

onde a resistência do anel, Rar, é considerada fixa e a resistência da barra, Rbr, é modelada

como uma variável incerta com faixa de variação conhecida, isto é: Rbr ∈
[

R , R
]
. Por
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conveniência, a resistência da barra será reescrita na seguinte forma:

Rbr = Rbr1 +Rbr2δ , δ ∈ ∆ := [ −1 , 1 ] (3.36)

onde

δ = δ (t) é um parâmetro incerto variante no tempo;

∆ representa o conjunto de valores admissíveis de δ ;

Rbr1 é o valor nominal da resistência da barra; e

Rbr2 é o desvio máximo em relação ao valor nominal da resistência da barra.

Considerando os limites de variação de Rbr definidos anteriormente, obtém-se as seguintes re-

lações

Rbr1 =
R+R

2
e Rbr2 =

R−R
2

. (3.37)

onde

R é o valor máximo da resistência da barra do rotor; e

R é o valor mínimo da resistência da barra do rotor.

Levando em consideração a equação (3.36), a resistência transformada R̃r
n definida na equação

(3.15) é redefinida da seguinte maneira:

R̃r
n = R̃r

n1 + R̃r
n2 δ ,δ ∈ ∆ , (3.38)

onde

R̃r
n1 é o valor nominal da resistência transformada do rotor;

R̃r
n2 é o desvio máximo em relação ao valor nominal da resistência transformada do rotor;

sendo dados por

R̃r
n1 = 2Rar +4Rbr1 · sin2

(n · ε
2

)
R̃r

n2 = 4Rbr2 · sin2
(n · ε

2

)
Em resumo, a matriz An(ωe) que define a dinâmica da máquina depende de dois parâmetros

variantes no tempo ωe e δ , que representam respectivamente a velocidade elétrica (suposta
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mensurável e disponível online) e a incerteza presente no valor da resistência do rotor (com

valores máximo e mínimo conhecidos).

Visando o projeto do observador, a matriz An(ωe) da equação (3.30) é decomposta em duas

partes como definido a seguir:

An(ωe) = An(ωe,δ ) = Anω(ωe)+Anr(δ ) (3.39)

onde

Anω(ωe) é uma matriz afim em ωe; e

Anr(δ ) é uma matriz linear em δ .

Para esta decomposição, os elementos ain da matriz An (ωe,δ ), definida na equação (3.30), que

dependem da incerteza δ podem ser decompostos da seguinte forma:

ain = ain(δ ) = āin + ãin δ , i = 1,3,4,5 (3.40)

onde

āin corresponde ao valor nominal de ain (δ ); e

ãin a magnitude da incerteza de ain (δ ).

Com base na definição acima, as matrizes Anω(ωe) e Anr(δ ) são definidas como:

Anω(ωe) =


ā1n 0 ā2n a3nnωe

0 ā1n −a3nnωe ā2n

ā4n 0 ā5n −nωe

0 ā4n nωe a5n

 , Anr (δ ) =


ã1nδ 0 ã2nδ 0

0 ã1nδ 0 ã2nδ

ã4nδ 0 ã5nδ 0

0 ã4nδ 0 ã5nδ

 (3.41)

onde os valores de āin e ãin são obtidos a partir das definições em (3.30) e (3.38) levando em

consideração a relação (3.40).

Estrutura do Observador

Com o objetivo de estimar as componentes harmônicas do fluxo do rotor, representadas

pelo vetor zn(t), propõe-se o seguinte observador de estados baseado no observador clássico de
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Luenberger: 

˙̂xn(t) = Anω(ωe)x̂n(t)+Bnun(t)+Ln(ωe)eyn

ŷn(t) =Cynx̂(t)

ẑn(t) =Cznx̂(t)

eyn(t) = yn(t)− ŷn(t)

(3.42)

onde

x̂n ∈ R4 é o vetor de estados do observador;

ŷn ∈ R2 é uma estimativa de y;

ẑn ∈ R2 é o sinal a ser estimado; e

Ln(ωe) é uma função matricial em ωe a ser determinada.

Neste trabalho, a matriz de ganhos do observador Ln(ωe) é uma função afim em ωe, isto é:

Ln (ωe) = L0n +L1nωe (3.43)

onde L0n e L1n são matrizes constantes.

Seja en(t) := xn(t)− x̂n(t) o vetor de estados do seguinte sistema dinâmico do erro:
ėn(t) = (Anω−LnCyn)en(t)+Anr(δ )xn(t)

zne(t) = Cznen(t)

yne(t) = Cynen(t)

(3.44)

onde Anω = Anω(ωe), Ln = Ln(ωe), zne (t) := zn (t)− ẑn (t) e yne (t) := yn (t)− ŷn (t).

Determinação dos Parâmetros do Observador

Neste trabalho, o sinal Anr(δ )xn(t) (que aparece na dinâmica do erro devido a incerteza

do modelo da máquina) será modelado como uma perturbação externa à dinâmica do sistema

(3.44).

Por conveniência, considere as seguintes variáveis auxiliares:

pn(t) = xn(t) , Bne(δ ) = Anr(δ ) ,

Ane(ωe) = Anω(ωe)−Ln(ωe)Cyn .
(3.45)
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Com as definições acima, o sistema erro pode ser reescrito na seguinte forma compacta:
ėn(t) = Ane(ωe)en(t)+Bne(δ )pn(t)

zne(t) = Cznen(t)

yne(t) = Cynen(t)

(3.46)

Para o projeto da matriz Ln(ωe), utiliza-se o conceito da norma H∞, na qual busca-se uma

solução que minimize o efeito da perturbação pn(t) no erro de estimação zne(t) para todo δ ∈ ∆.

Com este objetivo, considere a seguinte definição para o ganho-L2 de pn(t) para zne(t):∥∥Gpz
∥∥

∞
= sup

δ∈∆,w 6=0

‖zne(t)‖2
‖pn(t)‖2

(3.47)

Uma limitante superior γn para ‖Gpz‖∞ pode ser obtido através da seguinte relação:

V̇n(e)+
1
γn

zne(t)T zne(t)− γn pn(t)T pn(t)< 0 (3.48)

onde Vn(e)> 0 é uma função de Lyapunov para o sistema (3.46).

O conservadorismo da solução da desigualdade em (3.48) está relacionado à classe das fun-

ções candidatas à função de Lyapunov [57]. Normalmente, as funções de Lyapunov dependen-

tes de parâmetros levam a condições menos conservadoras, entretanto é necessário conhecer

os limites da taxa de variação dos parâmetros. Para contornar este problema, neste trabalho,

utiliza-se a função de Lyapunov quadrática, isto é:

Vn = eT
n Pnen (3.49)

onde Pn = PT
n > 0, com Pn ∈ R4×4.

Considerando (3.46), (3.48) e (3.49), obtém-se a seguinte desigualdade:
en

pn


T 
(

AT
nePn+PnAne

+CT
znγ−1

n Czn

)
PnBne

BT
nePn −γnI4




en

pn

<0 (3.50)

onde n = 1,3, Ane = Ane(ωe) e Bne = Bne(δ ).

Com o intuito de simplificar a equação (3.50), utiliza-se a parametrização

Mn(ωe) = PnLn(ωe) , (3.51)

e aplica-se o complemento de Schur. Tal procedimento leva ao seguinte problema de otimização
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sujeito a restrições na forma LMI:

minγn :



Pn = PT
n > 0

Πn PnBne CT
zn

BT
nePn −γnI4 0

Czn 0 −γnI2

< 0

∀ (ωe,δ ) ∈ V (W ×∆) e n = 1,3

(3.52)

onde Bne = Bne(δ ); Pn ∈ R4×4, M0n,M1n ∈ R4×2 e γn ∈ R para n = 1,3 são as variáveis de

decisão; V (W ×∆) representa o conjunto de vértices do politopo obtido pelo produto cartesiano

entre W e ∆; e

Πn=PnAnω+AT
nωPn−MnCyn−CT

ynMT
n ,

sendo Anω = Anω(ωe) e Mn = M0n +M1nωe.

Se existir uma solução factível para o problema de otimização definido em (3.52), então a

matriz de ganhos do observador é dada por:

Ln(ωe) = P−1
n (M0n +M1nωe) , n = 1,3 . (3.53)

3.3 Exemplo Numérico

Para ilustrar o procedimento de projeto do observador, considera-se os parâmetros do pro-

tótipo do MP disponível no laboratório de sistemas de controle da Faculdade de Engenharia.

Estes dados são detalhados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Parâmetros do Motor Pentafásico.

Gerais

R̃s 3,48Ω Rar 2,1µΩ

Rbr1 20µΩ Rbr2 16µΩ

B 5,9 ·104N·m/rad·s−1 J 7,8 ·10−3Kg/m2

Harmônico

Primeiro Terceiro

L̃s
1 169mH L̃s

3 21mH

L̃r
1 0,79µH L̃r

3 0,9µH

M1 330,9µH M3 90,5µH
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Com base na equação (3.34), considera-se que o limite de operação da velocidade ωe é dado

pelo ω̄ = 180rad/seg. Segundo a equação (3.38) e os dados mostrados na Tabela 3.1 para cada

harmônico, a faixa de variação da resistência transformada do rotor obedece a seguinte relação:

R̃r
1 = 7,66µ +2,77µ δ ,δ ∈ [−1,1] ,

R̃r
3 = 31,8µ +22µ δ ,δ ∈ [−1,1]

Logo, o politopo é conformado por um conjunto de quatro vértices para cada modelo (funda-

mental e terceiro harmônico).

Utilizando os valores descritos anteriormente no problema de otimização definido em (3.52),

as matrizes de ganho L0n e L1n do observador da equação 3.43 foram calculadas utilizando o

parser YALMIP [50] e o solver SeDuMi [41]. Desta forma, obteve-se a seguinte solução:

L01 =


5,2057 0,0000

0,0000 5,2057

−0,0002 −0,0000

−0,0000 −0,0002

×106 , L11 =


−0,0018 0,5544

−0,5543 0,0009

−0,0001 −2,7771

2,7771 −0,0001

 (3.54)

L03 =


6,5248 0,0000

0,0000 6,5248

−0,0001 −0,0000

−0,0000 −0,0001

×106 , L13 =


0,0138 0,3615

−0,3608 0,0080

−0,0088 −15,505

15,498 0,0088


Mediante análise de estabilidade do modelo linearizado do sistema erro, verifica-se que

o sistema não linear é estável pois os autovalores do sistema linearizado possuem parte real

negativa.
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4 Resultados de Simulação

Para a verificação do desempenho do observador de fluxo para máquinas pentafásicas pro-

posto no capítulo anterior, desenvolveu-se uma plataforma de simulação utilizando o pacote

computacional Matlab/Simulink®. Este sistema de simulação é baseado na plataforma em

tempo real desenvolvida em [58] para o acionamento de motores de indução trifásica. O sistema

utilizado nestes testes é composto de filtros anti-aliasing, regulador de corrente por histerese ou

também conhecido como CRPWM (Current Regulated Pulse Width Modulation - Modulação

por Largura de Pulso Regulada por Corrente). Além disso, o acionamento do MP considera o

método de controle DFO que utiliza a informação do fluxo do rotor como sinal de realimenta-

ção. Este método foi implementado para o MP estudado em [59] e que será descrito a seguir na

Seção 4.1.

Ressalta-se que o observador de fluxos do rotor foi projetado de acordo com a técnica

descrita no capítulo anterior considerando a velocidade do motor como um parâmetro de esca-

lonamento das matrizes de correção, i.e., L = L(ωe), as quais foram determinadas em (3.54).

Cabe salientar que o observador e o controle DFO utilizam o desacoplamento dos modelos

dos harmônico fundamental e de terceira ordem, possibilitando projetar o controlador DFO de

maneira similar ao da máquina trifásica.

4.1 Controle DFO para o Motor Pentafásico

Conforme descrito no Capitulo 2, o controle DFO para máquinas trifásicas é um método

que apresenta a vantagem de desacoplar o controle do fluxo do controle de torque de maneira

similar à máquina CC. Logo, este método simplifica o controle pois permite controlar o fluxo e

o conjugado de maneira separada. Nesta seção, apresenta-se o controle DFO adaptado a moto-

res pentafásicos seguindo a técnica proposta em [59], a qual aproveita o desacoplamento dos

modelos dos harmônicos. Em outras palavras, implementam-se duas malhas de realimentação

para o controle DFO: uma para o harmônico fundamental e outra para o terceiro harmônico,

onde ambos controles atuam de forma independente.
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Da mesma forma que no controle DFO para motores trifásicos, o controle DFO para o

MP também necessita da transformação de coordenadas síncronas para estacionárias. A equa-

ção (4.1) apresenta a relação de transformação entre ambos os sistemas para cada harmônico.

Salienta-se que diferentemente do modelo do motor trifásico, o modelo do MP é dado em com-

ponentes simétricas.

[
ĩsq

ĩsd

]
n

=
1

Ψr
n

[
−Ψ̃rd Ψ̃rq

Ψ̃rq Ψ̃rd

]
n

[
īsq

īsd

]
n

, n = 1,3 (4.1)

onde

Ψ̃
r
n =

√(
Ψ̃rqn

)2
+
(

Ψ̃rdn

)2
(4.2)

sendo

ĩsq e ĩsd são as componentes simétricas qd das correntes do estator em coordenadas estaciona-

rias;

īsq e īsd são as componentes simétricas qd das correntes do estator em coordenadas síncronas; e

Ψ̃sq e Ψ̃sd são as componentes simétricas qd dos fluxos do rotor em coordenadas estacionarias.

O diagrama de blocos para o controle DFO para o harmônico fundamental e o terceiro

harmônico do MP é apresentado na Figura 4.1. Nota-se que os fluxos do rotor para ambos

harmônicos são observados separadamente, e estes são realimentados para a implementação

do controle DFO. A equação (4.1) é implementada no bloco Transformações que utiliza as

componentes qd simétricas dos fluxos do rotor geradas pelo observador.
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Figura 4.1: Diagrama de blocos do controle DFO utilizado no estudo do MP.

As referências da velocidade e dos fluxos do harmônico fundamental e do terceiro harmô-

nico são representadas na Figura 4.1 pelas variáveis ω∗e , Ψr∗
1 e Ψr∗

3 , respectivamente. A rede de

compensação utilizada no controle dos fluxos e da velocidade é do tipo Proporcional Integral

(PI). Nesta dissertação, os ganhos utilizados nos compensadores PI foram determinados utili-

zando a metodologia utilizada no trabalho [59], que considera o valor numérico do somatório

do erro médio quadrático entre a curva de referência da velocidade e a curva de velocidade

observada no rotor da máquina. A Tabela 4.1 apresenta os ganhos de cada controlador PI.

Tabela 4.1: Ganhos dos Controladores PI

Controladores

Ganho PI1 PI2 PI3 PI4

Kp 0,081 1,1 ·104 0,15 1,1 ·104

Ki 0,300 2,0 ·105 0,30 4,0 ·105

Com o intuito de verificar a vantagem do controle ao adicionar o fluxo do terceiro harmô-

nico no controle, foram realizados dois ensaios. O primeiro considera unicamente o harmônico

fundamental na realimentação, e o segundo utiliza o harmônico fundamental e o terceiro. As-

sim, as referências dos fluxos apresentadas na Tabela 4.2 foram selecionadas para que a máquina

apresentasse um comportamento dinâmico semelhante nos dois experimentos.
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Tabela 4.2: Referências de Fluxo Utilizada nos Ensaios.

Estratégia de Controle Fluxo Valor [Wb]

Fundamental Ψr∗
1 0.00175

Fundamental e Ψr∗
1 0.001

Terceiro Harmônico Ψr∗
3 0.0003

4.2 Simulação dos Experimentos

4.2.1 Ambiente de Simulação

Para a realização dos testes de desempenho do sistema de controle em malha fechada con-

siderando os observadores de fluxo do MP foi projetado o ambiente de simulação em Matlab/

Simulink®. Este ambiente é apresentado na Figura 4.2. O acionamento do MP foi baseado no

trabalho [58], onde os blocos do inversor e CRPWM foram adaptados para o funcionamento

com 5 fases.

O controle do fluxo para ambos harmônicos é mostrado na Figura 4.3, representado pelo

bloco PI_Fluxo, onde se observa que os fluxos do rotor são proporcionais à componente d da

corrente do estator para cada harmônico. Da mesma forma, o controle de velocidade é apre-

sentado na Figura 4.4, bloco PI_Velocidade, onde se observa que a componente q da corrente

do estator é proporcional à velocidade do rotor. Nota-se que, neste caso, o controle de tor-

que é feito de forma indireta e o controle de fluxo é feito de forma direta. Os parâmetros dos

compensadores PI são os apresentados na Tabela 4.1.
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Figura 4.3: Malha de controle do fluxo.
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Figura 4.4: Malha de controle da velocidade.

O observador dos fluxos do rotor é sub-dividido em dois observadores, um para as com-

ponentes do fluxo do primeiro harmônico e outro para as componentes do fluxo do terceiro

harmônico como apresentado na Figura 4.5. Nesta figura, observa-se que a velocidade Vel é

medida online e atua como parâmetro de escalonamento para os dois observadores. A tensão

Vs é composta pelas tensões de cada fase do motor (V_abcde), a qual é transformada em suas

componentes simétricas (v~1s, v~3s) para logo ser dividida nas componentes qd para ambos os

harmônicos (v~1sq, v~1sd, e v~3sq, v~3sd). A corrente Is também é composta pelas correntes

das fases (I_abcde) e segue um processo similar de transformação. Os ganhos L0n(ωe) e L1n(ωe)

são utilizados na correção do erro de estimação nos dois observadores.
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Figura 4.5: Observadores de fluxo para o primeiro e terceiro harmônicos.

4.2.2 Avaliação do Desempenho do Observador

Para avaliar o desempenho dos observadores projetados, conforme o método introduzido

no Capitulo 3, consideraram-se as seguintes condições de simulação:

• A resistência da barra do rotor foi inicialmente fixada em 20 µΩ e logo após, na faixa de

[0,5 ; 0,7] seg, foi acrescentado ao seu valor 30 µΩ, ficando fixa neste valor até ao final da

simulação. Assim, considerando (3.35) e o valor da resistência do anel (ver Tabela 3.1),

o valor da resistência do rotor foi acrescido em 45 % do seu valor original.

• A referência de velocidade é inicializada em 0 rpm e passa no instante 0,2 seg até o valor

de 900 rpm, para logo ser reduzida em 0,8 seg até o valor de 450 rpm.

• A referência do fluxo do rotor para o harmônico fundamental é um degrau de 0,8 mWb

em 0,1 seg. e a referência do terceiro harmônico é 21 % do valor de referência da funda-

mental.

A partir dos dados acima, realizaram-se dois tipos de testes no ambiente de simulação. O

primeiro teste é chamado de Sem Observador, pois a simulação foi realizada com os fluxos

do rotor medidos diretamente do modelo matemático do MP sem a utilização do observador

projetado neste trabalho. Este caso, que não é facilmente realizável em situações práticas, é
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considerado como a situação idealizada de operação. Aqui, o valor RMS dos fluxos é represen-

tado por Ψr
1 para o primeiro harmônico e por Ψr

3 para o terceiro harmônico, respectivamente. O

segundo teste é denominado Com Observador, pois os fluxos utilizados na realimentação são os

fluxos estimados através do observador proposto no Capítulo 3. O valor RMS dos fluxos, neste

caso, é representado por Ψr∗
1 para o primeiro harmônico e por Ψr∗

3 para o terceiro harmônico,

respectivamente.

A Figura 4.6 apresenta o comportamento da velocidade do rotor em ambos oa testes, junta-

mente com a velocidade de referência. Observa-se que as curvas estão praticamente sobrepostas

durante todo o intervalo de simulação.
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Figura 4.6: Velocidade do rotor sem observador e com observador na malha de controle.

As Figuras 4.7 e 4.8 mostram em ambos testes de simulação (Com Observador e Sem

Observador) a componente q e a componente d do fluxo do rotor para o primeiro harmônico.

Também, pode-se observar o detalhe de cada uma destas componentes, onde se salienta que

o observador das componentes qd do rotor para o primeiro harmônico está bem próximo ao

sinal ideal (sem observador). De forma similar, o fluxo do terceiro harmônico é visualizado nas

Figuras 4.9 e 4.10 considerando as componentes q e d. Neste caso, o fluxo observado em ambas

componentes demonstra um comportamento similar em amplitude quando comparado ao caso

ideal com apenas uma pequena defasagem no tempo.
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Figura 4.7: Componente q do fluxo do rotor para o primeiro harmônico.
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Figura 4.8: Componente d do fluxo do rotor para o primeiro harmônico.
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Figura 4.9: Componente q do fluxo do rotor para o terceiro harmônico.
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Figura 4.10: Componente d do fluxo do rotor para o terceiro harmônico.

O valor RMS dos fluxos para ambos os harmônicos são mostrados na Figura 4.11, onde

também pode ser observado o fluxo de referência para cada harmônico. Nota-se que a diferença

entre os sinais é muito pequena a partir do instante 0,3 seg. Logo, apresenta-se na Figura 4.12

o valor RMS do sinal de erro dos fluxos. Nesta figura, observa-se que para o caso do primeiro
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harmônico os erros são máximos nos instantes onde a velocidade varia (0,2 seg e 0,8 seg), mas

logo depois os erros tendem a se estabilizar. Além disso, existe uma pequena variação do erro

entre os instantes 0,5 seg e 0,7 seg devido à variação da resistência do rotor. O comportamento

do sinal de erro do fluxo no terceiro harmônico apresenta características similares as do primeiro

harmônico. Observa-se também que o erro máximo percentual para a componente de fluxo

do primeiro harmônico ocorre em torno de 0,8 seg. Em termos percentuais, o sinal de erro

vale aproximadamente 1,5%, sendo que no terceiro harmônico tem um valor aproximado de

1.4%, em ambos os casos os valores são obtidos com relação aos sinais de referência de fluxo

estabelecidos nas condições de simulação.
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Figura 4.11: Valor RMS do fluxo do rotor para os harmônicos fundamental e terceiro.
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64

4.3 Avaliação da Inclusão do Terceiro Harmônico

Com o intuito de avaliar o comportamento do MP considerando a inclusão dos efeitos das

componentes do terceiro harmônico, e desta forma justificando a utilização do observador de

fluxo do terceiro harmônico, foram realizados adicionalmente dois testes utilizando o observa-

dor projetado:

• O primeiro, considerando somente os sinais das componentes do harmônico fundamental

na realimentação para o controle DFO, o qual será chamado Controle Convencional; e

• O segundo, considerando tanto as componentes fundamental quanto do terceiro harmô-

nico no sinal de realimentação do controle DFO.

Os testes foram repetidos utilizando diferentes valores de carga no MP. Os ganhos dos con-

troladores utilizados nestas simulações são os mesmos utilizados nas simulações anteriores. Por

outro lado, as referências de fluxo da fundamental e do terceiro harmônico foram selecionadas

para que a máquina apresentasse comportamento dinâmico semelhante nos dois testes. Os va-

lores numéricos são os apresentados na Tabela 4.2. A primeira linha desta tabela, refere-se à

referência do fluxo da componente fundamental para o esquema do primeiro teste, e as duas

últimas linhas referem-se às referências dos fluxos fundamental e do terceiro harmônico para o

esquema do segundo teste.

A Figura 4.13 apresenta graficamente os valores de corrente do estator em função do conju-

gado para ambos testes. Neste gráfico, pode-se verificar uma redução no valor RMS da corrente

do estator para o controle DFO com a inclusão da componente do terceiro harmônico. Portanto,

é possível obter uma redução na corrente utilizando a inclusão desta componente na lei de con-

trole quando comparado ao sistema de controle convencional. Esta redução varia entre 14%

para a máquina operando com carga nominal e 17% para operação a vazio.
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Figura 4.13: Comparação das correntes requeridas em função do conjugado da carga.

A Figura 4.14 ilustra o incremento no torque da máquina devido a inclusão do DFO do

terceiro harmônico. Nesta figura, apresentam-se as curvas do conjugado elétrico relativas ao

harmônico fundamental e ao terceiro harmônico considerando a operação com carga (segundo

teste). Verifica-se, neste caso, que a presença do conjugado gerado pelo terceiro harmônico, o

que não ocorre quando se emprega as técnicas convencionais de orientação de campo. Observe

que o torque total da máquina é igual ao somatório destas duas curvas.
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Figura 4.14: Conjugado elétrico gerado pelos harmônicos fundamental e terceiro.
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5 Conclusão

5.1 Considerações Finais

Esta dissertação apresentou um observador robusto de fluxo do rotor para um motor de

indução pentáfasico. Para isto foi considerado o modelo da máquina petafásica transformada em

componentes simétricas qd, obtendo-se assim a representação para as componentes fundamental

e de terceiro harmônico desacopladas. Com esta representação conseguiu-se uma simplificação

no projeto do observador robusto para as componentes fundamental e de terceiro harmônico do

fluxo do rotor.

Com o intuito de otimizar o comportamento do observador foram utilizados os conceitos

da norma H∞ implementados através de um conjunto de LMIs, logrando assim determinar

as matrizes que compõem os ganhos do observador. Desta forma se projetou um observador

robusto que pode operar dentro de um intervalo estabelecido para a variação da velocidade e

resistência do rotor.

Para verificar o comportamento do observador projetado, um sistema constituído pelo mo-

delo do MP, acionamento do MP, observador e controle DFO foi implementado e simulado no

software Matlab/Simulink®. Cabe salientar que o controle DFO foi realizado com imposição

das componentes de fluxo do primeiro e do terceiro harmônico. Logo, foram comparadas as

curvas obtidas do sistema, tanto correndo com os fluxos do observador quanto correndo com

os fluxos medidos do modelo da máquina. Os resultados de simulação mostraram que os flu-

xos do rotor obtidos do observador apresentaram um comportamento muito próximo dos fluxos

obtidos diretamente do modelo da máquina, validando a metodologia de projeto proposta nesta

dissertação.

Além disso, para avaliar a inclusão do terceiro harmônico no comportamento do MP, foram

comparados o controle DFO realimentado pelos primeiro e terceiro harmônicos, com o controle

realimentado por somente pela fundamental. Os resultados demonstraram que a inclusão das

componentes de terceiro harmônico origina um incremento no torque da máquina.
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5.2 Perspectivas Futuras

Como trabalho futuro imediato, recomenda-se a implementação do observador projetado

em uma planta real. Para tanto é importante, devido ao tempo de resposta do sistema, a discre-

tização do modelo do MP utilizando algum método de discretizaçao tais como Tustin ou Euler.

Assim, com o modelo discreto, será possível o projeto do observador robusto em sua versão

discreta.

Embora se tenha mostrado o comportamento do observador trabalhando em conjunto com o

controle DFO, este controle foi adaptado para ser usada em uma máquina pentafásica. Portanto

salienta-se a necessidade de propor uma nova técnica de controle que maximize o desempenho

do motor pentafásico.
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